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1.. lnltoducción. 

1.1 La noción dE- tipo en program;>r:i<'>n. 

El desarrollo del concepto de l~po adquiere mot-1vaclone:cc "'ll 

dom1 ni os más amplios que el de 1 os 1 enguaj es de pr· ogr· amd.ci ór1. et 1 

gener·al relacionados con t.eorias formales Cej. teor·i<J. de 
conJuntos) y se liga al- de la claslf.icación de los obJetos de un 
cierto universo en lérminos de les propósitos para .los cual es 
ellos sen usados cc.:u-v.ag 651. 

En particular en el cálculo ;.._ todos los ol::>jet.os son, en 
principio, r-epresentados por una clase de objet.os sintáct.icos 
C expresiones) interpret-ados uniformemente como funciones. La 

"noción de lipo aparece a raiz de la especialización de ciertas 
expresiones como represent-aciones de funciones espec1f'i<::as. 

Con est.e enfoque, las aplicaciones sólo podrán ser 
int.erpret.adas cuando el operando denote un objet.o del dominlo de 
la función rep¡-esentada por el operador-. S1 es-La restricción no es 
impuest.a en las r·eglas de formación de expres~ones, entonces el 
lenguaje admi"lirá. expresiones sintácticamente vál1das sin 
significado. 

Las expr-es1ones: construidas Sl.n respetar •.1na sem.c.nt1ca 
pr-eestablecida sor, llamadas en programac16n programas er-róneos. 
Los aspectos de seeuridad en programación tienen que ver con los 
mecanismos en base a los cuales puede delectar-se y ev1 t_arse la. 
construcción de programas erróneos. 

[)e.sde este punt~o de vista. el des:arroll o del concept-o de tipo 
en los lenguajes de programaciór, tiene por obJe1_o la def1n1c16n de 
lenguajes en los cuales pueda imponerse que cada progr·am<> b1en 
expresado deba satisfacer· una cier·t.a especif1caciór1. En un 
lenguaje con tipos cada expr-esión bien for·mada satisface una 
cierta. especificación Cevenlualment.e J.ncomplet_a) que es llamada S!_! 

t..1P9_, 

El concept-o de t.1po es t_ambit:-n J.Jt_.ll c:o1no h~r·r·anueni~d d& 
d1sei'io. Los programas pueden ser· in"Ler·pr·etados comc-
tr·ansformacior,.;o,s entre objetos con propied¿des cono,~lda.s. :..-a<o 
propiedades de los obje"Los y las transfor·mac1ones, un<> vez 
especif1cadas, deben ser~ r·epr·esentadas er1 el lerv;:¡uajo;, de 
programación. Las primit.ivas del lenguaJe definen un rnvel de 
especiflcaciones,par-a las cuales la construcción es tr1v1al. Par~ 

problemas arbitrariamenle compleJOS es út.ll cons1der·ar n1vele<0 d.,.. 
descripción en los cu"'ale-s c1ertá.s esper.::.11 ..:.ca_,.:luJ:P'::. 

conveni enternente escog1 das son usadas como pr 1 ml tl vas. Ca d.:. •.In.? ·j,c. 

ell.;;,.s se r·epr·esent.a separadame1Yte er1 t·orma ana..lor..;¡:.a 1-..d.Stc.; ólcar!:....:d..r 
el nivel de las pr1rn1t.1vas del lenguaje de progr·amac1ór\. 

La anteTlor- E-st. .. ra_t.er;;¡.t.a es la base de las técni c-..::ts j~ 

par·t_icíórl _y refl.nam.ient~o en programar.:..;ió,-1 y puede e_...:pl1c:arse en 
t"ér·mu>os dt- t1pos: en ur, lenguaje dado, los l1pos pr1m1t1'·'US 

def1nen una. clase de obje-tos con propiedade-s pr..;·cisame-r-~te 

espee:if.tcadas y r·epresentaci6r1 inmedia.t.::t. La pos.:Lbilidad de 
det·inir tipos adecuados pa¡-a const_r·uir· descr1pciones abstr·actas de 
problemas y desarrollar las represent.ac1ones de estos t.1pos e11 
for·ma modular· constituye otra linea de inter-és en e-l desarr·ollc• d>'­
los lenguaJes de programación, asociada a los conceptos de t i.pc• 
abstl··acto de datos, encapsuLa.rrLiento y moduLa.r·i.:<:oc1 ón. 
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1.2 Sistemas de tipos. 

Los sistemas de tipos son los mecani.smos que formalizan la 
int.roc;lucción .del .concepto de tipo en los lenguajes de 
programación. Los tipos de las expresiones pueden estar ya 
presentes cuando se define la sintaxis y la semántica de éstal:>. o 
bien pueden introducirse a posterior!, sobre un lenguaje 
originalmente definido sin tipos. Este último es el enfoque 
seguido en este trabajo. 

Un sist.ema de tipos define un cor,junto de expresiones como. 
t-ipos válidos y reglas de asociación de tipos a expresiones del 

.lenguaje. Aquellas expresiones a las qt.ie el sistema no asigna tipo 
son, de hecho, excluidas del lenguaje. El objetivo de seguridad 
comentado antes puede ahora ser formulapo como un requerimiento 
para el sistema de tipos tNorPe~ 891: se'ran excltJf.das del len6tJaje 
exactamente aquellas expresiones en las ctJales \lna operación sea 
tJSada fuera de su dominio. 

La tradicion predominante en los ·lenguajes de programación 
impone también la restricción de que la verificación de tipos de 
las expresiones sea realizada en tiempo de compilación, por lo 

.cual la relación entre expresiones y tipos: 
· ·a ·t.iene. tipo A 

debe ser deci.dible. Est.e último requisito excluye los sistemas en 
'los que los tipos representan especificaciones completas de 
programas. como 1 os desar·rollados a partir de IM-Lof 821, como en 
tNorP•l Bal. 

Como .consecuencia, en la generalidad de los lenguajes de 
programación los tipos denotan propLedades parciales de las 
expresiones. Más aún, el requisito de seguridad sobre las 
expresiones con tipo sólo se satisf·ace parcialmente: son 
perllll.tidas ciertas expresiones que, al ser evaluadas, resultan en 
la .aplicación de operaciones fuera de su dominio Cej.: división 
por cero. cabeza o resto de la lista. vac1a). Estos casos son 
resueltos adaptando la semántica del lenguaje de modo que les sean 
asignados valores de error especialas. En gener.al, la robustee de 
un .sl.stema de tipos t.iene que ver con la clase de rest.r·icciones 
que es impuesta a las expresiones para garantizar su buen 
comportamiento. 

La noción de robustez es la·versión informal del concepto de 
consi~t..enc1.a del s1.st.ema de tipos como sl.ste~~~a formal en relación 
a un mcdel'o de -::omportamienlo de las expresiones determinado por 
la semántica del lenguaje. $¡métrico al de consistencia, existe el 
concepto de complet.ilud, que podria expresarse por el requis1 to: 
todas aqtJettas expresiones con sent(do deben ser aceptadas por el 
.o;i.stema. de tipos. lnformalment.e, esta propiedad es manejada como 
la flexibilidad del sistema de tipos. 

Obviamente el ext.remo de :flexibilidad es ocupado por los 
lenguajes sin tipos CLISP, Scheme entre los ·funcionales). Opuestos 
a ellos son .los lenguajes en que los t.ipos se int.roducen ya al 
definir la sintaxis y la semántica de las expresiones de modo de 
asegurar que cada una de ellas recibe un ónico tipo. En estos 
casos sólo se asigna semántica a las expresiones con tipo, de modo 
que el sistema· es robusto por de:f'inición. El caso carad .. eriza ·a 
los sistemas monomórficos. En estos sistemas son expresiones 
.diferentes Cy deben ser def.inidas por separado) la que toma la· 
cabeza de una lista de enteros y la que aplica idéntica: 
transformación a tina·~ist.a de booleanos. El caso es común en los 
lenguajes imper·ativos (ej.: Pascal) donde esta decisión de disel"ío 
puede apr-ovecharse para optimizar el ·código generado en· la 
coJnpilación, pero sus desventajas en flexibilidad .ya comie}"lzan a 
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pesar cuando esos lenguajes son usados en la práctica y son 
definitivamente inaceptables para lenguajes funcionales cuyas 
mejores pr-op2edades provienen de las facilidades que proveen para 
construir módulos de aplicación general. Frente a este panorama, 
la pracU.ca comprueba la ut.ilidad de la nocion de t.ipo <:lesde el 
punto de vista de la segl..lridad de !a programación y jw;:t.ifica él 
interés por definir· un compromiso aceptable entre los ext.r·emos 
ar r! ba mencionados. 

La alte!'nativa a la r·!gidez de los sistemas monomorficos 
reside precisamente en un enfoque en que la semántica de las 
expresiones sea definida sin utilizar· el concepto de tipo. De este 
modo, operador-es genérJ.cos (como "cabeza de lista") pueden ser 
definidos sin restricciones. Luego se da un sistema de reglas qué 

.asigna tipos a las expresiones del lenguaje según su for-ma, y en 
el cual dist.int.as ocur~en.ci.as de un operador genér-i.,-:;:o pueden 
r-ecibir distintos tipos según cómo sean utilizadas. Este enfoque 
caracteriza a los sist.a-mas pol.i.mé>:r-ficos. 

Vinculada a la noción de polimorfismo está la de 'i.nferer>.e'i.a 
de t i.pos. Como se ha dJ.cho, la asignación de tipos a <&J.-.'J)t"eslones 
pueden darse por reglas que siguen la estructura de las últirr~s. 

por lo cual la decisión del tipo de una expr·esión puede hacer-se 
sin nec~sida.d de decla~aciones redundantes como en los lenguajes 
convenc1onales. El uso obligator·io de las d,;ecl.araclones es 
incómodo, sobr·e todo cuando no repr&sentan una herramienta de 
estructuración sano apenas un req,uisit.o formal. 

Por úlLirrto~ la utilización d2 la idea de tipo como mec:an1smo 
abstracto de disef'io pu<2>de incorporarse en los lenguajes do? 
programación en la í'orma de deí'iniciones de tipos, usu.w.lm'='t1te 
llamados tipos abstractos. Definir un tipo abstracto implica 
deí'inir una clase de expresiones cuyas propiedades deben ser 
especif'icadas corr1i0 los r-esult.ados de un cierto conjur'!to de 

_____ ap.er:aciones. ..... .asoc~adas. _al .. Llpo,_ . .Tl'J.l5tlii ... r?.S<Y.tt ... dQs ___ s"i' •;:L~f_.lf.l"i'Xl_ EoD. 
ténninos de expresiones de otros t.lpos pr-edefinidos. Por 
lo «nt.;;I'ior, las definiciones de tipos abstractos deber, prove&r 
m&dios para ,;,speclflcar el. conjunto de operaciones asociadas. 

i. 3 Estl-uctura del t.¡·abajo. 

En rMtlne-r ?81 y CHol.m es:t se def i ner~ si. sté"mas d~ t.1. pos 
polim6rficos para un lenguaJe funcional m1n:!.mo. 

El propos~to de est_e tr·abajo es proveer una defirücJ.ón 
análo-::¡a para un len-::¡ua.je func~onal &xt.endido. Las ~xtens1ones 
pr·ot=-1uest.as son: 

~ A?iadir como c..onstr·ue:t_.or·e?s de t.ipos lvs operador·es de 
prodv.cto ca:r-t&si.ano. v.nión disjunta y el_ tipo de ·un 
.e-Lem.ento (H1 .. ) . 

.. !!> Int!'oducl!' deftrüci.o;-,es de ti.pos abstractos. 
¡;. Intr·oducir defini.ci.ones de cons-tantes eLobaL<?s. 

Para los dos pr·imet·os punt.os se siguen las s•Jgerenc1as de 
CHolm 8Sl. 

Para cumplir el propósito mencionado, debe definirse un 
lenguaJ"' funcional con las referidas construcciones. En el 
capit.ulo 2, acompai'iadas de comentarios informales, apar·ecen la. 
sintaxis y la semántica del lenguaje, presentándose asimismo el 
formalismo utilizado para la especificación, que es del estilo de 
la semdntica nat.ural tKo.hn &?l. 

El capitulo 3 presenta el sistema de t.ipos en el mismo 
r·or·malismo. Fir-.almente, el capitulo 4 contiene conclusiones y 
comentarios sobre desarrollos complementarios. 
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2. E~pecificación del lenguaje. 

2.1 Sinta~is y descripción informal. 

Se conside~a un lenguaje funcional con dos clases de 
exp~esiones: té~minos evaluables y definiciones. Los té~minos 
evaluables son básicamente los té~minos del cálculo ~ equipado con 
constantes p~ i mi ti vas -y def i ni ci ones de constantes local es. La 
sigoie~te es su sintaxis: 

• 

[ T~r·r~d.nos !'vatv.abtesJ 
E lE -lfiEIRIH s1i 

t :: = X 
e· 

~x.d 

Cd e) 

t.rue 
num n 

·r .. () 

+de 
• d. 
• d. e 
atad d e 
or d .. 

de: 
-'de: 

ni>t d ; 
pair de : 
fst d : snd d 
inl d : inr d 
case d x. e y; ¡· 
ifde/1 
local e e in d 
absC n d 1 repC n d 

donde 
x,y ~ \YA\IR (variables) 
_e E ttiNSlf e constantes) 
r<E<1.2, ... 

[ V.artablel 
rconstantel 
[Abstracción Funcional] 
CApttcaci6nJ 
CBoolean.OsJ 
CNtlmerosl 
CHutol 

[ Ari tmét icasl 
[ I~t.~aldadl 

CLó~tcasl 

[d..- Par•sl 

[cié Uru:on.s Dtsjt.~ntasl 
e Condiciona U 
CDef: de constante tocall 
Cde Tipos Abstractos] 

d. e-· ··;e·-IE"-lTIEIRIM Ct.érril1 nos evaluables) 
T E lf'111F'IE-CINS1T (constantes de u·pos) 
\YA\IR. 4:1NS1f. lf'd'IPIE-CINSlf disjuntos 

En e-1 lenguaje _s_e d1st1nguen las const.ant.es de las va~iables: 
las p~imer-as son introducidas por de1'in1cior.es y las segundas son 
las variable-s ligadas en las abst.racc1ones funcionales. Esto se 
expresa en la existencia de los conjun-tos disjuntos \YA\IR y 4:1NS1f. 

Las primeras cuatro formas corr-esponden a los t~ér-minos del 
cálculo · ~ con constantes. Luego hay constantes pr- 1 mi ti vas: 1 os 
booleanos, nómeros, el elemento nulo (único de un tipo 1) y los 
ope~ado~es a~itmét.icos. ~elacionales y lógicos. Luego se incluyen 
los ope~adores asociados a los pa~es o~denados Cconstruct.or pair y 
selecto~es.·fst. y snd) y uniones disjuntas Cconst.~ucto~es inl y inr 
y disc~iminado~ case). Hay, natu~alment.e, un condicional. La 
const.~ucción local co~responde- a la definición de constantes 
locales y abs y rep estAn ~elacionados con la manipulación de 
elementos de tipos abst.ractos como se explica~á mas adelante; - -

Las e:Xpresior.es del lenguaje se completan consider-ando las 
def'iniciones: hay definicione-s de constantes globales y de tipos 
abst~ac.tos, c.on las formas: 

130-



CD~finición de constant~ 6tobatl 
cdef E 4:!NS'IT-IDIE!F sii 

cdej : : = det·ine e d 

donde e e 4:lNSu , d e !E -lr!EIR!H 

[~jinición de tipo abstracto] 
t d.ef E ·1f'O!l"'IE ~IDtE!F si i 

tdef :: = abst.yp"" T (kiisO "' TteHTt wit.h cd&jhst 

donde T e lf'O[f'!E-4:!NS1f, Xl ist e lJ'ii[f'IE-IYPólR*. 
T t e:nr, e lJ'ii{P!E-ü!EIRU1, cd<i<o f L i :> t E <C!NSü -[[>[[I:F >®< 

Las definiciones de constantes globales int.roducen constantes 
asociadas a t.ér·minos evaluables. Informal100nte, un:. constant-e es 
un nombre par·a un t.érmino evaluable complejo. 

El 1 enguaj e ti ene tamb~ én un l enguaj o: de t-1 pos. segun se 
define en la siguiente sint.axis: 

C,Té:rm.inos· de Tiposl 
T E lJ'ii[f'!E-lTIEIR[N sii 

Tterm: := t 
1 
bool 
tYtm'<ber· 
A ---+ B 
A x B 
A U 8 

__ .. __ T.S. . .Tter.m..L is.O __ 

[ Vo.riabLe de t Lpol 
[Tipo de '-'"' elemento] 
[BooLeano] 
[ Ntmt.e.ros l 
[ Fv.nc iones J 
(Pares) 
( Urnones DisJWi.tasl 
U:_i_po G.QS tr~<=:!(:>] 

dor,de l. E 11·'&[p[: -\Y ~IR, A , 8 E U '!7[f'!E -lT !EIR[M 
T E UYf[p!E-<C!NS:lJ, TtermL is t E lJ'ii!P!E-lJ!EIRU1>C< 

Las def·inicJ.ones de tipos abst.ract.os .1.nt.roducen const.ant.es de 
ti pos asoc1 adas a t.ér- m1 nos del 1 enguaJ e de ti pe)'>. CúiYtO en el 
siguiente ejemplo, que corr-esponde a la definición del tipo Lista 
de objetos een<?r·u;os: . 

abstype list (X) "' 1 u ex X list.CX)) 
'llli t.h ( ... ) 

La definición específica básica.ment.e la représenta.ciór, del 
t.ipo a.bst.racto introducido en términos de tipos predéflnidos. Lo 
primero es el nombre del nuevo tipo Cuna const.ante dé t.ipo). Luego 
sigue la lista dé va.r i abl es de tipo de 1 as que depende 1 a 
definición. Las variables de tipo denotan, obviaménlé, tipos 
genéricos. A la derecha de "'• un t.érmino de t.ipo describe la 
representación del tipo definido. 

Lo que sigue a with es una lista de defir>iciones de constant.es 
globales que representarAn las operaciones asociadas al tipo 
abstracto. Par·a dar las definiciones de estas operacion.s.s se usa un 
mecanismo similar al usai::lo en ML 1couH!' S5J y sugerido t.ambién en 

Cada constante de tipo r introducida por· una defLnición de 
tipo abst.ract.o t.iene- asociadas dos cot'lstantes pr·inut1vas absCT) y 
r·epCT) que pueden evaluarse cuando son aplicados a un término 
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evaluable, Cver sint-axis de los "términos evaluables). 
Informalment-e: absCD aplicado a un t-érmino _evaluable que t-iene 
por· lipo a la ¡-epresent.acióri de T da como resultado el objeto de 
t-ipo T representado por ese término evaluable. Simét.ricamenle, 
repC T) .. pl i cado a un objet.o de tipo T da corno resul lado un obJ~to 
cuyo tipo es el de la representación de T. De acuerdo a lo 
sugerido por· esta def"ini~i6n, absCD será. llamado el constructor· 
del tipo abstracto T y rep(T) su destructor. 

Usando est.as primit.ivas pueden definirse operaciones para 
cada tipo abst.ract.o en t.érminos de las operaciones asociadas a los 
tipos usados en su represent.ación. Un ejemplo es la defini-cion de 
la operación que loma cabeza de una li_st.a genérica: 

define h~ ~x.case Crep(list.) x) (z.jait) Cz.fst z) 

La const.ant.e -hd- se define como una abst.racci6n funcional, 
que espera un argument.o -x- que debe ser una lis:t.a (definida como 
en el ·ejemplo_ ant.erior). Las listas se represent.an por uniones; 
por· lo cual la expresión -repClist.) x- es, o bien el objeto· C>: 
Cónico del t.ipo 1), o bien .un par. Para discriniinar ent.re objet.os 
de una unión se usa la construcción case. 

La semántica de -case d x. e -y.j- es como . sigue: d es un 
objeto de una unión disjunt.a A U B. Se aplica una de las dos 
abstracciones -~x. e ó ~y.¡- a d segán éste pertenezca a A o B. 
respect.i vament.e. El orden entre los oper·and0 s de la unión es. 
pues, relevante para interpretar· c:as.e. 

En el ejemplo, cada uno de< los t.res operandos de case se. 
enc~erra entre parént.esis, para dist.inguirlos. Si -repClist.) x- es 
() entonces le ser á aplicada 1 a a·bst.rac:::ci ón de_ r.esullado const.ante 
fo.i t. que es una expresión convencional de error agregada al 
conjunto de valores. En ot.ro caso, la repres_ent.ación de x es un 
par, del cual se t.oma el primer componente, que es precisamente la 
cabeza de la list.a. · 

A cada t.ipo abstract-o puede, como se ha dicho, asociar-se ·una 
list.a de definiciones como .la ant.erior. Pueae imponerse ·.que las 
primitivas abs y rep solo sear1 usadas en el alcance 'de wit.h, 
dent-ro de la definicion del tipo a~~t.raclo, con lo- cual las 
operacior,es defiriidas ~para est.e esconderian su r·epresent.&.ción. 
Est.a es la pr·opiedad de encapsulamiento en .. las definiciones de 
t.ipos abst.ract.os. · 

.El .;>tecto ·de ·las defirüciones es esencialmente ·modif"icai- el 
contexto en QU1e se comput.an los t.érminos evaluables. Para 
especif·icar· est.e efecto debe darse significado a üna secuenci·a de 
expr·esior.es del 1 eriguaje. Est.a secuenc1 "· puede pensarse como una 
abst.r-acci6n de TJn r:iclo del estilo "P.ead-l:val-Pri.nt-''. _Aqu1 so;, 
define como una sesi.ón: 

.[Ses l.ones l . 
SIESS = IMIESS* 

tHensajesl 
!MIES S 

Ahora ·puede definirse :formalment.e la semánllca del lenguaje 
pero previamehte se present.aré. el .formalis·mo a ser usado. 
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2. 2 For.malismo· de especií icación. 

Para .dar la semántica del lenguaje podria usarse semántica 
denot.acional Ccomo en twiln•r ?8Ü o de reducciones Ccomo en tHolm 
891). Aqu1 se prueba como al terna ti va una var i a·nte en el e5ti lo de 
la semántica natural ·presentada en tK~hn 871 como un lenguaje para 
def'inir uniformemente semántica y sistemas de tipos. y ·aplicada de 
esa forma en tcl•ooJ<: 861. ·La aproximación natural supera a la 
denotacional en claridad y en la abstracción ganada al defi·nir el 
sistema de tipos. No es incompatible con la especlf'iéacion de 
cálculo de reducciones como en tHolm 891. Como ella, eos 
operacional. en el sent,ido que especlf.ica un proo:.:edlmient.o para la 
comput.ac16r, de las expresiones y estructural. en el sentido que 
sigue la estructura de las expresiones. En el capitulo 4 el 
t'ormalismo elegido es evaluado en relación al enfoque de 
reducciones. 

La idea general en la semánt1 ca rtatural es constr·uj r sisten.as 
de ded:ucción que caractericen.:pr~dicados a ser· definidos sobr-e una 
clase· de expresiones. Por ejemplo> .la evaluación de una expresión. 
E a un 'JaLor v. realizada en un contexto p puede caracterizarse 
por· un predicado de la forma: 

llamado un secuente. 
En el caso anter·J.or. el ;valor de la. expresl.on E puede 

depender no sólo de la forma de E Slno de valores asociados a 
ciert.os objetos sintácticos que ocurren en E Cen general, 
identificadores). Los contextos representan, precisamente, la 
r·eferida asociación entre dichos objetos sint:.cticos y valores. 

Una especificación en este formalismo debe interpretarse como 
un sistema de deducción, en el que se pretende verificar si 
aser·ciones como la ant.erior- son teot'P.maS>. El sistema de deducc1on 
se defin"' dando axiomas y reglas de inf'er·encia. 

Las reo las de infer·enc1a son de 1 a forma: 

ft ' fn Ct Cm 

f 

es decir, const.an de un Yi.'tJJ/rerador y un denom.tr,ador·. El p!'lmer·<:) es 
un conjunto no or·denado de secuentes -f,- Cpretrttsa;;) v un o::onjuntr.> 
de fór-mr.tlas -e¡- Ccon.dtciones que deb ... r, ver1 f¡ r:ar·o;e p;,r·,, aplicar· 
la r·e-gla). El denom~nador· es un sto"cuent1::1 llamado l.:s. ._· .. ·)/t'- 1. '.J~.>.rjn d.2 
la r·egla. 

Lus ax~omas put::!-defl verse ':.ornL, r-egld.'i ~~ir1 nun¡e-r·.~dc>r·. Uru;j. 
esp~ctjicacion es un conjunto no o•·denado de r·egl .. ,;;. 

P.:::.r-c:.. especlficar sert'l.t:i.rttica. <.l~ un }.g.nguaj€:!- cc.,mo .e-1 ~or1S1de-r·.tdo 
:.~ usar·d.r1. t;.~n gener~l. reglas de la f0r·ma: 

P• f- E1 -Vi pn f- En - v,., 

p f- E - fC v1, . , un) 
y, por· supuesto, ax1omas: 

pf-E-v 
Evaluar· una expreslón e en un contexto 

semántica, encontr·ar· una demostración de 

para algún v. 
p¡-e-v 

p significa, con esta 

Con est.o en mente, las. reglas con premisas pueden 
1r1terpretarse como sigue: para evaluar· E en p. evaluense E ••... ,En 
er, p., ... ,pn y apliquese f a los resultados obtenidos. Los axiomas 
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corr-es por~ den a exp:~esi or1es que pueden evaluar se 51 r1 r €::'4-l izar 
ul'Lerior~s cálculos. Est.a int.erpre'Lar:-l·On da el car·á_ct_er· 

operaci~nal de l.a. espec1ficaci6n. 

Los s:ecuent..-es y condiciones en sernant..ica nat..urai son féJI"'mul as 
·cte··un ienguaje··de primer orden, de modo que, para constr,Jir ld 
especificación r·equerida, debe darse una sintaxis para conlextos, 
expresiones y valores. Más aún, simbolos como f en las ro:glas de 
arriba son constructores sintAclicos, en el caso, de valores. 

Er, .,sLe t.r·abajo se usan sobre contextos y expresiones 
f'unc1ones que no son const.ruct.ores sintácticos y que son 
o:specificados separadamente. E:st..o se aparla de la sen•áfltica 
n<d.ural pura p8r·o simplifica significativamente l<o. especificación: 

Se usar<>.r1 cambién algur,as convencion.,s de modularización: ul'la 
"'specificación puede r·ecibir un riombr·e. y ser· r·eferenclada por· él 
en l.ó. cons'lrucclón de otras especificaciones. Esto se indica 
escr·ibiendo el nombr•? de la especificación referel'lciada como 
superindice del si mbolo ~-

La semánt.i c2. del lenguaje consider-ado se¡, da en 1 a s.;,cci on 
slgulent.e. 

2 • .3 Semántica :for·mal. 

Pr.imerament.e se d,¡,t'inen los col'ltextos. expres1.ones y valores 
S·-:>bre los que se COflS'lf'Ul.rá la especificación. 

Por supuesi_c,:.,; las expresl. ones .a ser con si der· adas ser d..n. en 
este caso los me!'lsajes y sesiones qel l .. ng•.Jaje. La evaluación de 
ur;a .;,xpreslon será car·acterizada' por una regla que, o biel'l es 
axioma .. o bien tiene premisas que representan las evaluaciones dE­
las expresiones compol"lent..es de la original. Est..o muest.r-a la 
cor,dición estn.Jct..ul'al de la especificación. Los valor·es se!'án ur, 
subconjunto de las e:>.:presiones del lenguaje. 

Por su par·t.e, los •::ontex'los par·a la evaluaci6r, de me-nsajes y 
seslol"les deb;;,n r·efleJar el conjur,t,o de const&.r,t,es y t1p•:>s qu.;, las 
StJce-s.i vas de-ri r!.lci orH?"S:; 1 ntr·oduceon. 'Par· .a estr;:, se deft ne::n: 

1 

l 

( Co·n.texto d& CoYtstant~s] 
r E ClNS1f -<[~m~u si i 

1111 

t : <[IN S 1f f-> lE - lT [[[R[M 

ddd.d r2"0Hl0 COTljUrtt.O de pares 

[Con.texto d>!? Tipos] 
T ~ U\f[P[E-t[Q-~~).1f 

E 

[i::_O,-Lt2xto d& (o"rL.sta.nLtE!s y Tipos] 
p E <[1f-<[[N1f~1f Sll 

P e <l:~Jsu -<ClNu~n , TI 'ú'!PIE -<[0<1f~1T 
liilll 

1 
1 

Además de est.as definiciones se us.a{"d.n~ como se ha dicho. 
al gu11aS oper a.c1. ones sobr-e cont.ext.os y expresiones que no son 
constructor-es siJYLd.ct i cos. En par ti cul ar, ci er· tos contextos sor, 
representados por· funclol"les parciales dadas por· ext.ensi6n. Sobr·8 
éstas se usara: 
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[Unión] 

X U «<?., b» 
donde x es una función parcial dada por extensión 
si <a,c;· E x .. nt.onces se sustituye por <a.b> 

ll!i 

[5etectorl 
;t(a) est.ilt definido si 3 <a,b> e x y, en ese caso_, 

denota b 

Ahol"'a pueden pr·esent.a!"se l&.s r-eglas C!"'esumidas) que det'inen 
la evaluación de los t.érmir,os evaluables. La especificación es 
11 amada Ter·mEval . 

TermEval 

Se definen predicados de la for·ma: 
p¡-e.-u 

donde p es un cont-exto de constantes y tipos. 
e E ~-~~~~ U ~o~ 
1./ E ~-~~~!M 

y 
~O~ = {fix x e, con x e W~~. e E ~-~~~!M U ~O~> 

En lo que s~gue, e E~~$~, x,y e W~~. 
d,e,f,~ e ~-~~~!M 

n E {1,2, ... 

[Términos Can.óntco.sl 
>..x.d 
true 
:f.alse 
num n 
o 
pair· d & 

inl d 
inr d 
absCD d 

[Con.stantel 

-------------
<y,<r? 1- rCc) - ·u 

[ ApL icac tónl 

A.x.d 
true 
:fal.se. 
num n 
o 
pair· d 
i n.l d 
tru- d 
absCT) 

p 1- d-+ Ax. j p 1- re:~:lf --u 

r A:r·i trrtét icasl 
[ I s-ua l dadl 

[Lóeica.sl 

p f- (d &) - ,_, 

p 1- d- num m. p f- e - n.um n 

p 1- + d & -SUM Cm, n) 

p f- d -false 

p f- and de -false 

13 5-
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p f- & -f a·l se 

p f- and d e -t·alse 

,_ ~ d - true p f- e -tr,ue 

p f- and d e - tr·ue 
[. J 
[ Se.Z.:-c tores de F'aJ·és Ordenados] 

i 
1 

11:!! 

p f- fst d - v 

d - pair· e j 

p f- snd d- ·u 

p ~ -inl 5 p f- [ d: xJe -V 

p r~ e: ese d X. é' y. f -V 

p f- e - inr 15 p f- (d:ylf- lJ 

,C.' t- case d x.e y. f -'-' 
~ Cr_-;,¡Lc:f:_c tonú¿ ) 

p f- d -t.r·ue P. f- e - V 

p f- if d e f - V 

p f- d -falso;, p f- l - '<) 

p 1-i:fdef-'-' 

C V-.= j ~· ru: -:- 1.. ón •:ie Con.s t c.rtt. e LocaL J 
<r U (<e, fix xe: xce>> , T> f- d - ·u 

<)",T) r local C e ir. d- V 

'-·-' = CTü\' IC,C), XC€' = CTOV \C,e} 

[fix :.o.: ¿. :xJe -...;. v 

p ¡- fix x e - '"' 

~Des~r-uc:c.1 Qé"' T::..pc:s Abs:..racr.os-] 

f-- & - absC D 1 <-y,T) f- ! - V ¡¡ T E T 

¡· , T ·, f-- repC T) "' - v 

L2..s pr-ime; as- r·egl as sor-. axi amas. Corr-esponden .a t.érmi nos que 
der,ol2.n .s·llos: mism.as su pr-opio valor. Usando t.erminologia de 
r· "'o u ce:" ones se denorrü na a éslos, t.érmi nos can6ni ces. De hecho 1 os 
le~m~nos c2.nOnicos definen el conjunto de valores posibles de las 
Ler rrú. nos eva.l ua.bl es. Es decir- , si un lér mi no evaluable puede 
evalu2.~· a ven cu2.lquier- contexto, entonces ves un t.ermino 
canOtüco, segun se deduce fácilmente de las for-mas de las r·eglas. 

El s.J.:guiente cas~ e:or·r·esponde a las cons'lantes· defir11da.s. La 
ev.;.l u&e:lór~. de una cons"Lant.e se eA""Presa como la eval uaci 6n del 
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t..~.ml.-no- .evaluaba. asociado .a ella por la definición Q\.le .l.a·. 
1 nt.rodujo. Est..a· asociación debe est..ár do!tfinida en el cont.e.xt:o de 
nconst..ant..es. 

Luego se define la evaluación de una aplicación tunciohal; 
se evalúa el operador de la aplicación qué debla- result.ar en una 
abstracción funcional.· Luego se evalúa el cuerpo de la .abst.raccion 
result..ant..e, donde las -ocurrencias del argument.o nominal ·son 
sustituidas por el operando de la aplicación. Se _usa la 
s-ustttuctón en t.érmlnos evaluables. definida como en el cálculo A.. 

Claramenle, la regla de la aplicacion represent.a ·la regla (i 
del calculo A.. Desde que el operando de la aplicación no- es 
eval-uado, se est..a sugiriendo una evaluación en orden normal. De 
hecho, 1 a 1 nt..enci6n es que la especi f i caci' ón admi t.. a una 
.implement..ación con est..r-ategia de evaluación perezosa C"lazy"). 

Las reglas Ari tmét ic:a.s y de I cuardad corresponden a las 
evaluaciones de los correspondient..es lérminos evaluables Cver 
sint..axis) y son t.odas análogas a la de la suma. Los operandos 
deben ser evaluados a números y se usa una primitiva suw con 
operandos números y la semántica habi t..ual de la suma. Las otras 
reglas se omiten para ahorrar espacio. 

Las reglas de evaluaclón llamadas Lóeica.s no son, en 
prl.ncipio, muy diferentes de las ant.eriore:;,. Sin embargo, se hace 
not..ar en est..e caso la intención de implementar una estrategia de 
evaluacion perezosa, desde que se evalúan solo los operandos que 
sean necesarios para delerminar el resultado de la operacion. 

Las reglas para Sele-ctores de Po:r-es Ordenados son bas.tant..e 
aut.oexpl i cat..i vas. El operando en ambos casos debe ser evaluado a 
un par· y el r-esultado de la operación or-1g1nal es el op;;-r-ancio 
del constJ'UCt-or· de pares que corresponde a cada proyección. 

Las reglas para el Dl.scriminudo¡·· de Unio~s tiisj<U.ntas 
formalizan la explicaclón dada más ar-riba. Se omite, pues. mayor· 
detalle. 

Las reglas para ,;..'. CoY,dtcion.al. son también bastante obvias. 
t..¡ueva.rnente se hacEc- not.ar la estrateg1a per-ezosa de evaluación. 

i--ld.s 1nter·esante es la evaluación de las definiciones locales. 
t..n 1 oca 
par-;; e: tél'flU.no eva.lu<o.ble e, lo cual debe considerar-se al evaluar· 
d. El término e puede COI)tener- ocur-rencias de la constant.e e, lo 
cual puede interpretarse, o bien corno una deflnicion recursiva o 
bien como una redefinicion de c. En este últl.mo •;::aso, las 
ocurr-encias de e en e se 1 nt.er pr·etan como asoc1 adas a- un cierto 
t.ér mi no evaluable según una d~f 1 ni ci ón ant..er i or. En 1 os 1 enguajes 
que admit-en ·esta interpretación, existen dos formas de 
deflnlciones locales Ce_¡ : l""t y, 1-='tr-ec) p<or·a 1r1dicar- expresarr•ent.e 
cada caso. Aqui se toma la dec1sion de considerar un único tipo de 
def i ni ci on que es, en gener·al, ro:-c ursl. va, con lo cual se impide 
que una const..a!'lte sea redefinida usando una def·inic1ón anterior·, 
por cons1der-a.r·se qu.:- esta practica no es consist.ent.e con el est..l.lo 
pur· amente aplicativo. 

Para conseguir· el objetivo mencionado debe considerarse a e 
def1nida como punto fl.jo de una abstracción de la forma A.c.e. Esta 
ült1ma expr·es1ón no est.a bien formada, sin embargo, puest.o que el 
argun.ento de una abstracción' debe ser una var-iable y no una 
constant,;,. La función cTov se usa para solucionar este problema. 
Su especif'icación es: 

CTOV <C , et "' [ XC l C) e 
donde e E <C!NSlT, .,. E !E-11'1EII<:D1, xc E 'iVA\IR, xc no ocurre en -e. 

es decir. las ocur·r·encias de la const..ant..e e en e son sustit.uidas 
pOt' una var- 1 abl é no usada xc. 

Usando CTov puede expresarse la definicion de la constante e 
como punto í'ljo dEc- J...xc. xce donde xc = CTOV<C,c> y xce = CTOV<c,e>. 

La const..rucclón fix x e es usada con el propósito de 
r-epresE:ntar· el pun-...o fijo de Ax. e. No per·tenece a IE-1TIEIRD1 desde ·que 
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no puede ser usado directamente en las expresiones del lenguaje, 
da donde surge la necesidad de definir !FD~ aparte de IE-1TIÉIR[l1, como 
se hizo en la espec1~icaci6n. 

Finalmente, aparece la regla para evaluar el destructor· r-ep 
de un t.lpo abstracto T. Este debe estar de~inido en el contexto de 
tipos, lo cual se impone como condición para aplicar la regla. El 
operando de r-epCD debe ser un objeto de t.ipo T const¡·uido por· 
absCD aplicado a una cierta representación f. La evaluación del 
término Ol'iginal es la evaluación de f. 

Esto completa la explicación de las reglas 
términos evaluables. Deben COl'lS:!.derarse también 

.1 as cual es afectan 1 os context-os de ·evaluación. 
esto se expresa dando semAntica al concepto de 
de la especific5<ci6n SessEval: 

de evaluación de 
las definiciones, 
Como ya se dijo, 

sesión, por medio 

SessEval 

Se definen predicados 

donde 
pf--s-v 

p es un contexto de constantes y lipos, 
s e SIESS 
v e S!ESS 

[Sesión Vacía] 
pf-[J-{J 

[Definición de Constante Gtobatl 
<r U <<c, :fix xc xce>> · ,-r> r s - s' 

<y,-r> r (de:fine e e :sJ - s' 

(: .. ::e -= (;TOV <C, C}• XC e = CTOV tC, e>) 

CDefi.n<cLon de Tipo Abstracto] 
<r. :r U <h> t- ¡:;·dejlL~t •. s - s' 

<'y,-r> f- (abstype T CXlJ:st) u Tt,¡,r-rr, wiu·, cd.ti;.fU.st 

[ Tfli.r·nd r,o Eva 1 uab 1 el 
T~rmEval 

p 

p r (e:sl - Cv:sJ 

:sl -:s· 

La p~imera regla es el único axioma de esta especificación y 
cor-responde a la sesión vacia que es la única for-ma canónica Cy 
valor pos l. bl e) de sesi 6n. 

La siguiente regla se aplica a una sesión cuyo primer mensaje 
es una definición de constanl.:. global. El tratamiento es análogo 
al explicado antes par a 1 as constantes 1 oc al es·; se agr-ega al 
context-o de constant.es u!"l par· que define como expresión asociada a 
la constante al punto fijt:• del término evaluable indicado en la 
de.f'in·i-c16n: Luego-, por·· un tratamiento usual par·.a secuencias, s.o­
ev.alúa el res't.o de la sesión el'l el nuevo cor,texto. 

La regla par·¿ las def'inic1ones de tipos abstractos tiene una 
interpretación siw~lar, aunqué parezca más compleja. La 
constante de tipo definida es incorporada al contexto de tipos y 
la evaluación continúa sobre "'1 resto de la sesión, prefijada con 
la llsta de defirlici6r,es de operaciones para el tipo intr~ducido. 
Esto se riela por • 

Finalmente, cuando el primer mensaje de la s.;,s16n a ~valuar· 
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es un lér mi no evaluable, se i n'Lenla dar valor· a ést.e usando 1 a 
especificac~ón TermEval para proseguir con el resto de la sesión. 

Con esLa especit'icaci6n pu<!X!e int-..rpret.arse la evaluación de 
una sesión s como la búsqueda de una demost-ración para el 
secuent.e: 

<<>.<» -f-- s.....;. u. para algún v 
es decir', irllciada con cor,textos vacios. 

Nótese que no cualquiei' p!'edicado p f-- E ---> u podra ser· 
probado, ya sea el) una u otra especificación. De hecho. las 
aller·nativas son t.r·es: la pr·ueba puede tener éxito (dando lugar a 
la evaluación de la expresión) o bien fallar o ser infinita. 
Ejemplos de las dos últimas alternativas son las evaluaciones de 
los t-érminos evaluables 

ií A.x. x d e 
y local e e in e 

Las evaluaciones fallidas son las de t-érminos evaluables bien 
t'ormados pero sin signit'icado. Las evaluaciones 1nfirn.tas 
corresponden a programas que no terminan. De la especlf1caci6n 
SE.ssEval puede verse que la evaluación de u1~a sesión falla o es 
infinita sii falla. o es int'inita la. de algún término evaluable de 
la sesión. 

Precisamente, para impedir la evaluac~ón de l-él'mlnos sin 
significado se int-roduce la noción de tipo. El sist.ema de t-ipos 
que se definiré. en el capitulo siguiente caracteriza expr<?siones 
del lenguaje con significado. 

3. Sistema de Tipos. 

3. j Especificaciór •. 

La intención ef1 este capitulo es def'inir sistemas de 
deducción análogos a los dE-l cap1 tul o ant.er·1or par· a asi9n;;,r l1 pos 
a-.l.as .expres1ones- del lenguaJe . 

. .. ....Pr·JJ!t'ªr:a.mer, t..,~c;....Q?i' 1 r1er,_.l •,:>?_t:Lf'.()S del l.~ua l.e:..c_·-·· 

(Tipos] 
t E 1TYi'IPIE si 1 

t : 1 
bool 
h.umher-
A -; B 
A X 8 
A U 8 
TCTUst) 

[ T L po de un e L erru&n ( o J 
[ BooLeano J 
[ Nu.m.ero) 

r F·,_r{tcionJ 
l?roduc. tol 
(Unión DLS)Un.tal 

E Abstracto] 

donde A , B E 1T 'IIIPIE. T E 1T 'ú'IPIE -<CINSU , T l. l. s t E lJ 'ú'IPIE* 

------1 

1 

1 

La asi9nación de l1po al cuerpo de un terrrdno evaluable que 
1 r,t.r·oduce var i abl as 1 igadas depende!' a de h1 potesi s sob!'e los ti pos 
de estas va!'iables. 

Por esLe motivo se da la siguienLe detin1c16n: 

'

¡-[Contexto de Variab¿es] 
Es uns función par·cial 

¡ 'P : \Y ÁllR f-> lT'll'fF'IE 

1
'. dada por extensión. 

§! 
1 L _____ , 
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También se modifica la nocion de cont&xto de tipos, asociando 
a cada constar,te de tipo introducida el término de tipo que 

.. e.s-peGi:f.ica- su r.eprese))tación y la lista de variables de tipo de .l.a 
que éste depende. 

[Contexto de T~posJ 
Es una función parcial 

T : lrYfiP[[-CINSlr t+ ClrYfiP[[-\YA\!R+ X lrYfiP([-lf([[R!H) 
dada por e~~ensión . 

• 
[Contexto de Inferencia de Tipos] 

Es un par r "' <p,f>> donde 

• 
p es un contexto de constantes y tipos 
'P es un contexto de variables 

Sobre los "uevos contextos defi"idos se usan las mismas 
operaciones del capitulo anterior. Los pares miembros de un 
contexto de variables son notados x:A. 

Ahora puede darse la especificación de la asignación de t.ipos 
a términos evaluables, llamada TermType: 

TerinType 
Se definen secuent.es de la forma 

r f-e: A 
con e E [[ -lr[[!R01, A E lrYfiP[[ 
Er, lo que sii;;Jue e e CINSlf, d,e,f E IE-lfiE!R01, x,y E \YA\!R 

A,B,C E lfYf!PiE, T E lf'lfiP[[-CINSlT. 
Tterm. E lrYfiP([-lfiE!R01, Xt ist E lfYi'IPIE-\YA\IJ(+ 

[Un Etemento] r f- 0:1 

[Booleanos] 
r 

~ 
t.rue:bool 

r talse:bool 
[ Nürr.eros] 

r num n:nuinber 
( Abs·tr·acc~ón Fv.nc tonal J 

f-

<p~f> u· <x: A» f- d: 8 

[Cr.:m.strv.ctor de Par·esl 
<p.f>> f- X.x.d A-8 

r f- d: A r f- e: 8 

r f- pair d e : A x 8 

CCon.str'Uctore:s· de Uniones Dis)'Untas] 
r f- d: A 

r f- inl d : A U 8 

r f- d: 8 

r f- inr d : A U 8 

CConstr'llctor de Tipos Abstractos] 
<<-y,T>,f>> f- d: CO'JTter-m. T(T) = <Xlist, Tterm.> 

«r.T>,'(>> f- absCn d : TCCoJXlist) 

Cc:lfYi'IP[[-\YA\!R -+ .lTYi'IP[[) 
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CVar-iabtel 
lijO( x) = A 

< p, tp) 1- x: A 
[Constante] 

.<<r, T >, ep> 1- yCc):A 

<<r. T > v rp.> 1- e: A 
[ Apt i.cac iónl 

r 1- d: A-v8 r 1- e: A 

r 1- Cd e) 8 
[ Ar-i tm.ét icasl 

r 1- d:number r 1- e:number 

r 1-+ de : numhei' 
( Ie'llatdadl 

r 1- d: number r 1- e: numher 

r 1- .. d e : bool 
[ Lóeicasl 

r r d: bool r re: bool 

r 1- and d e bool 
[ ... J 
( Di..sc:d.rrtinador- de Uniones Disj-untas] 

<p.<p> 1- case d x. e y. f : C 

r 1- d: AxB 

r f- e: AxB 

r 1- snd e : 8 
[ Condic ionat J 

r 1- d: bool r 1- e: A r 1- ¡,A 

r¡-ifdef:A 

[De fi nLc L on de Cons t ar,t e Local J 
<<r U U.c,fix xc xce>>, r>. y:>> 1- d:A 

<<r.T> .'(>> 1- lo¿al e e in d : A 

(XC = CTOV <C, C>, XC e = CTOV <C, e)) 

[Oper-ador de Pv.nto Fijo] 

<p,<p U <x:A» 1- d:A 

<p,<p> 1- fix x d :A 
lDestrv.ctor de Tipos Abs·tr·actos] 

<<¡--,T>,<p> r d: TClalXUst) jj TCD = <XUst,Tterm> 

«r,T> ,<p> 1- repCD d : [aJTterm 

Ca: lf'il!PIE-IYA\[R -+ lf'il!P!E) 
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Las primeras nueve reglas corresponden a los tipos de las 
f·ormas canónicas (valores de t-érminos evaluables); 

El Lipo 1 t-iene un único valor (), true y false son los 
valores de bool, y los valores de number son precisamente de la 
rorma nurro n. Esto establecen los primeros axiomas. 

Enseguida s~ tratan los valores de los tipos constr-uidos 
mediante los constructores primitivos de tipos. El primero de ellos 
es la abst,racción funcional, que representa la forma de los valores 
del tipo de las t'unci ones del t.i po A eh el tipo B. Puede probarse 
que una abst.racción Llene t.al t.ipo si, asumiendo que su argumento 
Llene tipo A, es posible probar que el cuerpo tiene t.ipo B.· La 
hipótesis sobre el t..ipo del argume!\to se r·eg1stra en el contexto de 
variables. 

\,.~s r:eglas correspondientes a los constr·Uct.ores de par·es 
ordenados y uniones disjun'Las son bast.ant.e intuitivas. Ellas 

·definen la for·ma de los valor·es de dichos tipos. 
La asignación de tipo a un término de la forma. absCD d 

rr~rece una explicación mAs deLallada. 
En pr·imer· lugar-, la constante de tipo T debe haber· sido 

definida, 1 o que equ1 val e a est.abl ecer, como condición de 1 a 
regla, que tiene una imagen en T. Precisamente, TCTJ denota el par­
formado por· el término de tipo que especifica la representación de 
T -Tterm- y la lista de variables de tipo -XList- que ocurren en 
él. El térmlno d debe ser entonces de un tipo obtenido de Tterm. 
por insLanciaciór, de sus variables en tipos cualesquiera. Esta 
instanciación esta repr·esent.ads por lá función a que es, de hecho, 
una sust.it.uci6n de variables por t.ipos. La aplicación de o> a Tter·m. 
s12 noLa por [oJTierm. Finalmente; si el Lipa requerido parad ha 
sido probado puede concluirse que el t.ipo del t.érmino original es, 
precisamente, la instancia de T . definida por o, es decir 
T( f oJ XL isi) . 
........ Lofoó ... tipos _d,. las var:iables pueden probarse si han si.do 

~ r,lroducidos .en el cor-respondiente co!\t.ext.o Cal prete!'lder asigna¡­
tipo a 1&. expresión que introdujo la variable). Análogamente puede 
entenderse la r·egL;_ para las constantes. Existe, con -Lodo, una 
dif'er·enc:~a: -s·n el caso de la constante, no se registra ésta en el 
c:ont,exLo asociada a ur, t.ipo sino á;l. ·cpunto fijo del) t.ér·mir.o 
evaluable que ell2 r·epr .;-sen la. Las constl'cuencias de esLa decisión 
son coment-adas en 3.2, 

Del resto de 1 as r·egl as, 1 as sigui erd .. es son comentadas en 
delalle. siendo las ot.ras muy intuitivas: 

La regla de la aplicación fuerza que el operador· tenga el 
tipo de una t·uncion y que el operando Lenga tipo del dominio de la 
misma para dar al r·esultado el Lipü del codominio. 

La del discr·2minador· case lnLrodu,~e v.cir·i.a.bles ligadas. 1·~ 
cual es nat..ur·al a part~r de su semántica. 

La r·egla de las defin2ciones locales introduce constantes en 
el cont..exto correspondiei'1Le. Véase que se asocia a la constante la 
aplicación del operador de punt.o fijo al t.érmino indicado en la 
definición y no el Lipo de ést.e. 

La del operador de punt..o fijo :fix, t..ambién inLroduce una 
variable ligada y su cuerpo (naturalmente) debe ser del Lipo 
supuesto para la referida variable. 

Final me n-Le, la regla del dest..ruct,or de ti pos abstr· actos opera 
en for·rna simét.rica a la del construct-or·: si la const.ante de t.ipo 
involuc!'&.da está def·uuda y el término al que se aplica el 
destructor· tiene por Lipo Ul'1a insLancia del t.ipo abstr-act.o obLenida 
por· una sust.i Lucion de las variables de tipo, enLonces el término 
original t.1ene por t.ipo una instancia de la represent.aci6n del tipo 
abstracto obt..enida por 1dént.ica sustit.uciOn. 

Lo que r·est.a es extender la asigl"'aci6n de tipos a sesiones: 
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• 

SessType 

Se definen secuenles de la fórma 
p 1-' S 

donde s E SIESS. 
En lo que sigue e E.~~SV. e E IE-VIE~~. 

A E lf'g(PIE , T E V'giPIE -~~SV , 
Tterm. E V"'lfiPIE-VIE~~. XUst E V'giPIE-\YA\IR,.; 

tdef e ~~sv-~w. 

[Definición de Constante GtobatJ 
<r U <<c,fix xc xce)}, -r> 1- s 

<r.-r> 1- [define e e : sl 

(XC :: CTOV . <C, Cl, XC e :: CTOV <C, e>) 

[Definición de Tipo Abstracto] 
Type 

T r- <T,Xtist,Tterm> <r.-r U «T.<XUst,Tterrr.>}> 1- tdef•s 

<r·.-r> 1- [abstype T CXtisO Tterrr, wit.h tdef :sJ 

[T~rm.ino EvaLuabLe) 

[Sesión V acial 

T.¡¡;rmType 

<p.<>>t--~--- e: A 

p 1- re:sJ 

p 1- [) 

p 1- S 

ver·ifJ.cación de la buena for·mación de los mensajes de las sesiones 
en relación al sis.tema de lipes. De hecho, la sesión s estA "bien 
t ipada" si puede probar· se en SessType: 

<O,{}) 1- s 

La regla para la s,;,sión cuyo pr·irner mensaje es una definición 
de const.ant.e global opera int.roduciend~ la const.ante asociada al 
punt.o fijo del término evaluable cor·r·espondiente en el contexto de 
const.ant.es, para proseguir co~ el resto. La r·egla par-a las 
definiciones de tipos abstractos es similar. Se verifica la buena 
t·ormacion del t.érmino de tipo con ur. sist.ema que 1111pone tipos a 
t.ales términos, llamado Type. No se incluye la especificación de 
este sistema para ahorrar espacio. Aqui puede for·zarse 
encapsulamiento sustituyendo la segunda pr·emisa por: 

<r,-r U «T,<XU.st,Tterm>» 1- tdef 

haciendo que la def·inición de T sólo pueda usarse en el alcance de 
with. De hecho, dicha definición sólo se usa para asignar tipos a 
términos en que se apliquer• el constructor o el destructor de T,. 
lo cual, si hay encapsulamiento, sólo puede ocurrir en el alcance 
mencionado. 

La regla para términos evaluables deriva la decisión sobre el 
tipado de la sesión a la asignación de algún tipo al término 
evaluable que es su primer mensaje. Final mente, 1 a sesi 6n vaci a 
estA bien tipada. 

-143-



3.2 Variables, constant.es y polimort'ismo. 

La ¡-,_,.,r.Le or-iginal de polimorf"i smo del si st.ema es t. á 
constituid.Ec por- las reglas correspondientes a la abstracción 
funcional, ap~icaci6n y variable, es decir, las de asignación de 
tipos ¡;,_l cálculo X puro nhnsel ocSJ. Estas reglas imponen sobre 
las aplJ.caclones la restricción de que su operando sea del tipo 
del dominio del oper-ador y see detino!m con abst.raco::16n de cualquier 
conjurd.o de const-antes de ti pos que se pueda int.roduci r en el 
lenguaje. siendo por- est.o inherentemente polimórficas. 

Par;, una expr-esión como: 
i\x.x 

más de ut, tl po puede ser asignado, en part.icular, cualquiera de la 
f-or-ma A --" A- En las derivaciones correspond1&nt.es a una tal 
asigr.ac-16¡,., la r-e9la de la ll.bst.r.a:cción funcional introduce la 

·hipót.esis x:A.sobre el tipo d«? su argumento. El éxito de la 
derivación dependerá de la forma en que el cuerpo de la 
abst.rac<::icr: rest.r1nja el tApo del argumento. En el ejemplo, el 
cuerpo eo; .l.a propia var-iable. La regla de la variable no impone 
ninguna r'"'st.ricción a su propio tipo: puede probarse que una 
var·iabl,.. t.iéne cualquier tipo que le haya sido asociado en una 
hipótesis_ Est.o 111'-l&stra que cualquier deducción de la :forma 
indicada sEn' á exi t. osa y tambJ. én ilustra la nat•.1raleza poli m6r:fica 
de la regla de la abs~racción funcional. 

En el lenguaje pr-esentado se extiende el calculo A con 
construccJones adicionales par-a términos evaluables. Algunas de 
estas constr-uccioT!es imponen restricciones al t.ipo de sus 
ope1-~.ndos, compcrt"-ndose del mi'smo modo que la aplicación eh 
rela~ión & la abstr-acción funcional. Véase, por ejemplo: 

Ax_ pair (X) (+ x Cnum 1)) 

La p,.-imera ocurTencia de x en el cuerpo de la abstr·acci6n no 
r-ecibe r·estr-iccioru:o,s sobre su tipo, puesto que p.ai:r es polimur·f i.co 
e11 sus ar-gumento,,. Sin embargo 1 a pr·esenci a de x como ar-gumento de 
+ r-est.r·iTlge su tipo a r.u!l'.ber. Como consecuencia, urxa der1vat;;1ór, 
par- & ,;,l t.ér mi r.o cornpl et.o s6l o lendrá 'éoxi t. o si se hace 1 a hi p61-esi s 
x: numbEH·, resul Lando "'n la t:mica asignación de tipo posl.bl,;, par·a 
.el t.él'mi no: 

/ex. pair Cx) (.;. x Cnum 1)) : number x numbe:r 
Esto muest.r-a que <2l tipo .:~.., cualquier ocurrencia de una 

variable en ei cuer-po de la abstracción que la introduce es 
restr-ir•gido al t_ipo de la ocur-rencia de tipo menos gener-al. Por­
supuesto, el razonamiento hecho para las variables de las 
abstraccicmes !U'•cionales es válido 'P:C·ra r:ualqu!er construcción 
que introduzca var-iables ligadas. 

En pr i nci pi o, pu-ede pensarse que . el comport.ami en lo d"' 1 as 
const-ant.es en relación a los tipos admite una caracler-1zaci6n 
análoga a las de las var-iables. La idea proviene de que la 
semántica clásica d.s. las declar-aciones locales local x e in d es 
us<.•almen~e dada como equivalente a la de (},x, d. e). lo cual podria 
ext.ender-s,;, de modo si mi lar a las declarac-1ones globales. 

Sin o:>mba!'go, debe cor.sider-arse que las constantes son nomb!'es 
-par-a - -tér-minos-- complejos y- eventual mente pol :l. mórf'i cos. Si ·~1 
lrat.amient.o er1 la asigr.4.c16n de tipos a co11stantes fuera idént.ico 
al de las variables, distintas ocurrencias de la constante x en el 
cuerpo d de la declar·~cción local ser-ian todas restringidas a un 
mismo tipo. Considérese: 

local id ~x.x in if Cid lrue) Cid num 1) O 

La constante id represent.a un t.ér-mino polimór-fico_ Tiene 
sentido, ento11ces, que 1 as dos ocur-rencias de id en el cuer-po de 
1 a decl ar· ac16n puedan ser restr 1 ngi das a ti pos di fer·er.t.es, en 
par· ti cul ar: •i;.c.ol -> bool y number -+ numbeL 
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S;_ se i~rf!:_l_ar.a. la asign~c~ón 

cons'lan~e corno en la 0.pl i.caci 6rt corre.s-pondJ ent.-12: 
( A.id. lf Cid lr-ue) Cid nLffi¡ l) O J.}' :v:) 

s~ t .. endl- t 2. un tér mi. no Gtl quiá' no puedé' ~\s;¡ gn~r~~e t.i pe:, pues no 
€-Xi~t-l.r.ia ni.nguna hip6'lesis sobre ®l t.ipo d~ id cc.mpa.tib.1.e cc::-1 los 
d.~ stss dos ocur·r-en.cias en e-l c~Joarpo de la ab$lt.:-:Ac:ción. 

Es t. o j ust.i f' i ca 1 a r:.ción erYlr·e cons't.-2-.~:-~t.az:: y var~ i abl es 
coino for-ra-1as sint.áct.icas v punt-e de- vist.a d.;-:: ?,a ,~.si.gn~.ci6r! de 
tipos. Las reglas de def.inicion~s loc.D.lés y g'lcbaJ.es S!J-1ad~n al 
conte¿.cl.o 1 a. const.arot.e intr-oducida asoci a.d¡;:'s -~1 ·tét""W\.i nc que ~11 a. 
represent..a. Luego. la regla. de l~ cons:t.~:r.\t~- cc•tt'li$:;-'i ... e l;.a 
de~··iva.Ción de un tipo cr..ralquiera p~ra ellE:. ér'i "~.a de·ri~.,.~~clér¡ deJ. 
rnismo t.ipo par-·a su t.4>rn11.no asociado. Sl el térmirko es pol mór-r"ico. 
dist .. i.nt.os: tipos par-a dis'lint.as ocur·¡,~gn-::ias d~:: 1~. -::onsta.·~·yí_e pod-ran 
ser deducidos. 

La culminación natural del desarrollo es la demoslraci.ón de 
que el sistema d.;: tipos propuesto es sólido Cer\ el sen\.-:;,do de que 
la evaluación de una ¡;;es16n bien t,ipada no pued·~' ser :fall.tda) y l_a 
proposición de un algorítJmo d& inf·erencia que implemente l<l.s r·eglas 
del sist..ema. En relaciót~ al primer pur1Lo so&~.:júr-t lo discut..ido er~. 3.1 
y 2" 3~ es su-ficiente> pr-obá..r que s~, puede:, as1orútrs,.s ur·! t .. J. pe. a. un 
término evaluabl~. en'Lonces su evalua::::ión r~o e-.s f.allid.2. 

Est...o obliga -:;, cB>r-act.erizar l-as demostr-~cion.es fallidas. de 
secuent.es p re =4' Ver, 1'\errtt&'Yal. T;.;.l c.-&,r·act.e.r'iZa~:.ión e:s 
engorrosa y conduce a una prueba C"Jf2. compJ. e-ji.. d2.d es: aná.l cga a la 
de describir un i.r!Ler-pretador- par-2- el J . .s·rt.gu,z,.je· bas~do ;s·n la 
semant.ica dada. En c,:_;r.+ .. rapah"'tid~-. 12 verificac~l6n pue-de hace-rse de 
una fL•L'trt.:t bas't.ant.B ct::_ r-c·c< .... ~:O. s.: la s:er~ár:~:..,i .:::=- S ~S' da re-~t\ la, J cr·!lla a2 un 
cálculo de reducci on~s t >Sxt~..?ndi. efldo· la de oHohr. a~L 

"QQy.t~rr~~~.~~"?. el si s;__.ema de- e. e exi si...e-f'i. 
térmihos evaluables con :;a.lor 'a os que 
el sistema :fuera completo p0dr-ia decidii-se si un 
t..iené o no una evaluación fo.llid~., E.r. el sist..ema preserd .. ado pu6>d-en 
darse casos como: 

true 0) 

donde el tercer operahdo no pued"' !'ecibir tipo y, por lo tanto, 
tampoco el t.érminc· completo. pe!'o é~t-e puede ser ev.r=..lua.d.o a r~um 1. 

Finalment.e~ .E:'l sis'léma d0 +.,¡pos es d-scid.ible,. lo cual es obv1c 
a part.ir d-2· la forma. de sus r·egla~:. Pue'den especif'icarse~ 0ttt.o:r.ces~ 

algoritmos de inferencia que imple'mEH'¡t..efl es'LE> sist.an1a. Efl LHolm e-s} 

y ccto&nDK e63 se discute este pr-oblema para casos más: sirnple,s que 
el aqui pr8sentado. El primero presentea Lm a.lgori lmo en est,ilo 
funcional y el segundo prueba qu:r~ eJ. sistema puede- int.erpret.a:rse 
como r.m programa Prolog. Extender est.os resul t,ados para el caso de 
est.e trab~jo no es diftcil aunque si laborioso. 

4.2 Conclusiones. 

Se ha definido un si st.ema de t.i pos poJ. i m6r f i co par a un 
1 E>r,guaje f'uncional, en presencia dé def'i nici enes de cor.stantes 
globales y locales y de tipos abstractos. Eslc extiende los 
resultados de !Wclnec 76l y !'<iotm Gíl'l y formaliza construcciones 
similares a las de ot..ros lenguajes funciona.les. 

El uso de si~t.ernas de de-doecicoes pa.r-a. &s:pecifica:r- la 
semántica del lenguaje provee un trz.tamienico nítido de los 
conic<?xt.os de constantes y ti pos de los que dependen 1 as 
evaluaciones d:~ l ~s ~z;xpr·esi ones. En es t. t.? a.sp®ct.c•,. el p} ant.eo .es 
¡:,r·•ef'c"'r·ib1e al de semántica de r-E¡>d•.Jcciones Sin embargo, con este 
ül'~imo enfoque la propiedad de solidez del sist.ema de t-ipos puedeo 
probarse fácilmen~e. 
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Un algnritmo d€' inferenc:la de tipc's para este lenguaje t,., 
sido 1mplemen'Lado usando el le!lgUa.J& Scheme. Ot.r·as 
implementaciont-s en Prolog son realJ.zables con facilidad a part1r· 
de la especificación dada 
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