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i. Introduccidn.
1.1 La nocidén de tipo en programacidén.

El desarrollo del concepto de tipo adquiere motlivacione:s en
dominios mas amplios que el de los lenguajes de programacidn, en
general relacionados c¢on teorias formales Cej.: teoria de
conjuntos) y se liga al de la clasificaciédn de los objetos de un
clerto universo en términos de 1os propésitos para .los cuales
ellos son usados (CarWeg 85).

En particular en el calculo A todos los objetos son, en
principio, representados por una clase de objetos sintacticos
Cexpresiones) interpretados uniformemente come funciones. La
‘nocidén de tipo aparece a raiz de la especializaciédn de ciertas
expresiones como representaciones  de funciones especificas.

Con este enfoque, las aplicaciones sélo podran ser
interpretadas cuando el operando denote un objeto del dominioc de
la funcién representada por el operador. Si esta restriccién no es
impuesta en las reglas de formacidén de expresiones, entonces el
lenguaje admitira exXpresiones sintacticamente validas sin
significado.

Las expresiones construidas sin respetar una semantica
preestablecida son llamadas en programacién programas erroneocs..
Los aspectos de seguridad en programacidédn tienen que ver con los
mecanismos en base a2 los cuales puede detectarse Yy evitarse la
constriuucciédn de programas erréneocs. '

Desde este punto de vista. el desarrollo del concepto de tipo
en los lenguajes de programacién tiene por objeto la definiciédn de
lenguajes en los cuales pueda imponerse que cada preograma bien
expresadce deba satisfacer . una cierta especificacidn. En un
lenguaje con tipos cada expresiédn bien formada satisface una
cierta especificacién Ceventualmente i1ncompletad que es llamada su
tipo.

El concepto de tipo es también atil como herramienta  de

disefio. Los programas pueden ser interpretados ome
transformaciones entre objetos con propiedades conocidas. Las
propiedades de los objetos  y las transformaciones, una vez
especificadas, deben ser representadas en el lenguaje  de

programacién. Las primitivas del lenguaje definen un nivel de
especificaciones para las cuales la construccidn es trivial. Fara
problemas arbitrariamente comple)os es util considerar nivelec de
descripeidn en los cdales clertas especl! Loacl ones
convenientemente =escogidas son usadas come primitivas. Cada unz de
2llas se representa separadamente en forma analoga hasta alcancar
el nivel de las primitivas del lenguaje de programaclsn.

La anterlior estrategia es  la base de lasz técnicas  de
particidén y refinamiento en programacidén y puede explicarse <n
Lérminos de tipos: en un lenguaje dado, los tipos primitivos
definen una c¢lase de objetos con propiedades  precisamente
especificadas y representacison  inmediata. La posibilidad de
definir tipos adecuados para construir descripciones abstractas de
problemas y desarrollar las representaciones de estos tipos en
forma modular constituye otra linea de interés en =l desarrollo de
los lenguajes de programacién, asoclada a los conceptos de tipo
abstracto de datos, encapsulamiento y modularizacidr.
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1.2 Sistemas de tipos.

Los sistemas de tipos son los mecanismos que formalizan la
introduccidén  del concepto de tipo en los lengua jes de
programacién. Los tipos de las expresiones pueden estar ya
presentes cuando se define la sintaxis y la semantica de éstas, ©
bien pueden introducirse a posteriori, sobre un lenguaje
originalmente definido sin tipos. Este ultimo es el enfoque
seguido en este trabajo.

Un sistema de tipos define un conjunto de expresiones como.
tipos vAlidos y reglas de asociacién de tipos a expresiones del
.lenguaje. Aquellas expresiones a las que el sistema no asigna tipo
son, de hecho, excluidas del lenguaje. El objetivo de seguridad
comentado antes puede ahora ser formulado come un requerimiento
para el sistema de tipos INorPot 8311 serdn exclutdas del lenguaje
exactamente aguellas expresiones en las cuales una operacidn sea
usada fuera de su dominto. .

La tradicion predominante en los lenguajes de programacién
impone también la restriccidn de que la verificacliédn de tipos de
las expresiones sea realizada en tiempo de compilaciédn, por lo
.cual la relacidn entre expresiones y tipos:

‘a-tiene, tipo 4

debe ser decidible. Este uUltimo requisito excluye los sistemas en
‘'los que los tipos representan especificaciones completas de
programas, como los desarrcllados a partir de M-Lof 82, como en
(NorPel 88). ’
Como consecuencia, '‘en la generalidad de los lenguajes de
programacién los tipos denctan propiedades parciales de las
expresiones. Mas alUn, €l requisito de seguridad sobre las

expresiocnes con tipo sélo se satisface parcialmente: son
permitidas ciliertas expresiones que, al ser evaluadas, resultan en
la aplicacidén de operaciones fuera de su dominio Cej.: division

por ceroc, cabeza o resto de la lista vaciad. Estos casos son
_ resueltos adaptando la semantica del lenguaje de modo que les sean
asignados valores de error especiales. En general, la robustez de
un sistema de Lipos tiene que ver con la clase de restricciones
que es impuesta & las expresiones para garantizar su buen
comportamiento. '

La nocidn de robustez es la versién informal del concepto de
consistencla del sistema de tipos como sistema formal en relacion
a un modelo de comportamiento de las expresiones determinado por
la semantica del lenguaje. Simétrico al de consistencia, existe el
concepto de completitud, que podria expresarse por el requisito:
todos aguellas expresiones con sentido deben ser aceptadas por el

sistema de tipos. Informalmente, esta propiedad es manejada como
la flexibilidad del sistema de tipos.

Obviamente el extremo de flexibilidad es ocupade por los
lenguajes sin tipos (LISP, Scheme entre los funcionales). Opuestos
a ellos son los lenguajes en que los tipos se introducen ya al
definir la sintaxis y la semantica de las expresiones de modo de
asegurar que cada una de ellas recibe un Unico tipo. En estos
casos sélo se asigna semintica a las expresiones con tipo, de modo
que el sistema es robusto por definicién. El caso caracteriza a
los sistemas monomdrficos. En estos sistemas son expresiones
diferentes (y deben ser definidas por separado) la que toma la
cabeza de wuna lista de enteros y la que aplica idéntica:
transformacién a una--<lista de booleanocs. El caso es comun en los
lenguajes imperativos Cej.: Pascal) donde esta decisién de disefio
puede aprovecharse para optimizar el c¢édige generado en la
compilaciédn, pero sus desventajas en flexibilidad ya comiepzan a
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pesar cuando esos lenguajes son usados en la practica y son
definitivamente inaceptables para lenguajes funcionales cuyas
mejores propiedades provienen de las facilidades que proveen para
construir médulos de aplicacién general. Frente a este panorama,
la practica comprueba la utilidad de la nocion de tipo desde el
punto de vista de la seguridad de la programacién y Jjustifica el
interés por definir un compromiso aceptable entre los extremos
arriba mencionados.

La alternativa a la rigidez de los sistemas moncmorficos
reside precisamente en un enfoque en que la semantica de las
expresiones sea definida sin utilizar el concepto de Lipo. De este
modo, operadores genéricos (como ‘'cabeza de lista') pueden ser
definidos sin restricciones. Luego se da un sistema de reglas que
.asigna tipes a las expresiones del lenguaje seguin su forma, y en
el cual distintas ocurrencias de un operador genérico pueden
recibir distintos tipos segun cémo sean utllizadas. Este enfoque
caracteriza a los sistemas polimdryjicos.

Vinculada a la nocidén de polimorfismo esta la de inferencia
de tipos. Come se ha dicho, la asignaciédn de tipos a expresiones
pueden darse por reglas que siguen la estructura de las udltimas,
por lo cual la decisiédn del tipo de una expresidédn puede hacerse
sin necesidad de declaraciones redundantes como en los lenguajes
convencionales. El wuso obligatoric de las declaraciones es
incédmodo, sobre todo cuando no representan una herramienta de
estructuracidn sino apenas un requisito formal.

Por ultimo, la utilizaciéon de la idea de tipo como mecanismo
abstracto de disefio puede incorporarse en los lenguajes de
programacién en la forma de definiciones de tipos, usualmente
llamados tipos abstractos. Definir un tipo abstracto implica
definir una clase de expresiones cuyas propiedades deben ser
especificadas come los resultados de un cierto conjunto de

operacicnes asociadas al tipo. Tales resultados se definen en
térninos de expresicnes de otros tipos predefinidos. Por
lo anterior, las definiciones de tipos abstractos deben proveer
medios para especificar el conjunto de operaciones asociadas.

1.3 Estructura del trabajo.

En  (Miuner 7e0 Yy Holm 8s1 se definen sistemas de tipos
polimérficos para un lenguaje funcional minimo.

El proposito de este Lrabajo es proveer una definicidén
analoga para un lenguaje funcional extendido. Las extensiones
propuestas son: )

[ 4 Afiadir como constructores de tipos los operadores de
producto cartesiano, wunidn disjunta y el. tipo de wun
elemento 713,

b Introducir definiciones de tipos abstraclos.

» Introducir definiciones de constantes globules.

Para los dos primeros puntos se siguen las sugerencias de
(Holm @31, .

Para cumplir el propésito mencionado, debe definirse un
lenguaje funcional con las referidas construcciones. En el
capitule &2, acompafiadas de comentaricos informales, aparecen 1la
sintaxis y la semantica del lenguaje, presentdndose asimismo el
formalismo utilizado para la especificacidn, que es del estilo de
la semantica natural (kehn e7.

El capituleo 3 presenta el sistema de tipos en el mismo
formalismo. Finalmente, el capitulo 4 contlene conclusiones y
comentarios sobre desarrocllos complementarios.
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E. Especificacién del lenguaje.
2.1 Sintaxis y descripcidn informal.

Se considera un lenguaje funcional con dos  clases de
expresiones: términos evaluables y definiciones. Los términos
-evaluables son basicamente los términos del calculo A equipado con
constantes primitivas 'y definiciones de constlantes locales. La
siguiente es su sintaxis:

[Terminos Evaluables)
t €« E-TERM sii
t = X H [Variablel
c H [Constante]l
Ax.d i [Abstraccidn Funcionall
a e [Aplicacidn]
‘true | false | [ Booleanos)
num n i [ Numeros]
LA & H [Nulol
+de =de.:
s de | 7de | [Aritmdticas]
s de [ Igualdad]
and d e | . )
or de 4§ not d! . [Ldgicas])
pair d e | : ) :
fst € | snd d -} [de Pares])
inl € ! inr 48
case d x.e y. f i [de Uniones Disjuntas])
if de f ! [Condicional)
local ¢ ¢ in 4 ¢ [Def. de constante locall
absCT) d | rep(?d d [de Tipos Abstractos]
donde
X,y = VAR (variablesd
< e CTINST C(constantes)
- e 1,8,...
B d,e € E-TERM (Lerminos evaluables)
T e TYFE-CNST C(constantes de tiposd
VAR, CNST, TYPE-CINST disjuntos ’
]

En el lengusje se distinguen las constantes de las variables:
las primeras son introducidas por definiciores y las segundas son
las variables ligadas en las abstracciones funcicnales. Esto se
expresa on la existencia de los conjuntos disjuntos VAR y CNST.

Las primeras cuatro formas corresponden a los términos del
cédlculo ‘A c¢con constantes. Luego hay constantes primitivas: los
boocleanocs, numeros, el elemento nulo Cunico de un tipo 1) y los
operadores ariiméticos, relacionales y ldéglecos. Luego se incluyen
los operadores asociados a los pares ordenados (constructor pair y
selectores-fst ¥y sndd y uniones disjuntas C(constructores inl y inr
y discriminador cased. Hay, naturalmente, un condicional. La
construccidn local corresponde a la definicién de constantes
locales y abs y rep estan relacionados con la manipulacién. de
elementos de tipos abstractos como se explicaréd mis adelante.

Las expresicnes del lenguaje se completan considerando las

definiciones: hay definiciones de constantes globales y de tipos
abstractos, con las formas: '
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[Definicion de constiante globall
cdef € CNST-DEF sii

cdef ::= define ¢ d
donde ¢ € CNST, d e E-TERM

[Definicion de tipu abstiractiol
tdef e TYPE-DEF sii

tdef ::= abstype T C(Xlistd = Tierm with ecdeflist

donde T e TYPE-CNST, Xlist € TYPE-YAR=,
Tterm € TYPE-TERMN, cdeflist € CHET-DEF+

Las definicliones de constantes globales introducen constantes
asociadas a términos evaluables. Informalmente, una constante es
un nombre para un término evaluable complejo.

El lenguaje tiene tambiéen un lenguaje de tipos. segun se
define en la siguiente sintaxis: '

[(Términos de Tipos)
T « TYPE-TERM sii
Tterm ::= t H [Variable de tipol
: 1 H [Tipo de un elementol
bool : {Booleanol
number H [ Numeros]
4 — B H { Funciones]
A % B H [ Pares}
AUE ! (Uniones Disjuntas)
T (Trtermlistd [(Tipo abstractol
donde t < TYPE-YAR, A, B € TYPE-TERM
T ¢ TYFPE-CNET, Ttermlist « TYPE-TERMN=
& .

Las definiciones de tipos abstractos introducen constantes de
tipos asociadas a términos del lenguaje de tipos, como en el
siguiente ejemplo, que corresponde a la definicién del tipo lista
de objetos genéricos: ' :

abstype list (X0 s 1 U (¥ » 1istC¥dD
with (...1

La definicion especifica basicamente la representacion del
tipo abstracto introducido en términos de tipos predefinidos. Lo
primero es el nombre del nuevo tipo (una constante de tipol. Luego
sigue la 1lista de variables de tipo de las que depende la
definicidén. Las variables de tipo denotan, obviamente, tipos
genéricos. A la derecha de =, un término de tipo describe la
representacién del tipo definido. "

Lo que sigue a with es una lista de definiciones de constantes
globales que representarén las operaciones asocciadas ‘al  tipo
abstracto. Para dar las definiclones de estas operaciones se usa un
mecanismo similar al usado en ML (courr @51 y sugerido también en
(Holm @81:

Cada constante de tipo 7T introducida por una definicion de
Lipo abstracto tiene asociadas dos constantes primitivas abs(7d y
rep(T) gue pueden evaluarse cuande son aplicados a un término

-131-



evaluable, Cver sintaxis de los terminos evaluables).
Informal mente: absC(T) aplicado a un término evaluable que tiene
por tipo & la representacién de T da como resultado el objeto de
Lipe T representado por ese término evaluable. Simétricamente,
repCT) aplicado s un objeto de tipo T da como resultado un objeto
cuyo tipe es el de la representacién de 7. De acuerdo a lo
sugerido por esta definicién, abs(7) serd llamado el constructor
del tipo abstracte T y rep(7) su destructor.

Usando estas primitivas pueden definirse operaciones para
cada tipo abstracto en términos de las operaciones asocladas a los
tipos usados en su representacidén. Un ejemplo es la definicion de
la operacidn que toma cabeza de una lista genérica:

define hd Ax.case (rep(listd x (z.faild (z.fst 2>

LLa constante -nd- se define como una abstraccién funcional,
que espera un argumento -x- que debe ser una lista (derl'inida como
en el ejemplo anterior). Las listas se representan por uniones,
por lo cual la expresién -rep(list) x- es, o bien el objeto 3
Cnico del tipo 1), © bien un par. Para discriminar entre objetos
de una unidn se usa la construccidn case. .

La semintica de -case d x.¢ y.f~- es como sigue: o es un
objete de una unisdn disjunta A U B. Se aplica una de las dos
abstracciones -Ax.e & Ay.f- a d segun éste pertenezca a A o B,
respectivamente. El orden entre los operandos de la unidn es.
pues, relevante para interpretar case.

En el ejemplo, cada uno de& los tres operandos de case se
enclerra entre paréntesis, para distinguirlos. Si -rep(listd x- es
() entonces le seri aplicada la abstraccidén de resultado constante
Jail, que  es una expresién convencional de error agregada al
conjunte de valores. En otro caso, la representaciédn de %X es un
par, del cual se toma el primer componente, que es precisamente la
cabeza de la lista.

A cada tipo abstracto puede, como se ha dicho, asociarse una
lista de definicicnes como la anterior. Puede imponerse ‘que las
primitivas abs vy rep sélo séan usadas en el alcance de with,
dentro de la definicién del tipo abstracto, con lo cual las
operaciones definidas para eéste esconderian su representacidn,
Ezta es la propiedad de encapsulamiento en las definiciones de
tipos abstractos. : '

El ef'ecto de las definiciones es esencialmente modificar el
contexto en gue se computan los  términos evaluables. Para
especificar este efecto debe darse significado a una secuencia de
expresionss del lenguaje. Esta secuenci:e puede pensarse como una
abstraccidn de un ciclo del estilo "Read-Dval-Frint”. Aqul se
define como una sesidn: ‘ '

£ S,esriones] .
SESS = MESS*
[ Mensajes)

MESS = CNST-DEF U TYPE-DEF U E-TERM

Ahora puede definirse formalmente la semantica del lenguaje
perc previamente se presentard el formalisme a ser usado.
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2.2 Formalismo de especificacidn.

Para dar la semantica del lenguaje podria usarse semantica
denotacional (como en (Milner 7810 © de reducciones (come en  (Holm
@s)). Aqui se prueba como alternativa una variante en el estilo de
la semantica natural presentada en (kahn e? como un lenguaje para
definir uniformemente seméntica y sistemas de tipos, y aplicada de
esa forma en (Cl6DDK 86. La aproximacidn natural supera a la
denotacional en claridad y en la abstracecién ganada al definir el
cslistema de tipos. No es incompatible con la especificacidn de
c4lculo de reducciones como  en (Holm @91 Como ella, es
operacional, en el sentido que especifica un procedimiento para la
computacidén de las expresiones y estructural, en el sentido que
sigue la estructura de las expresiones. En el capitulo 4 el
formalismo elegido es evaluado en relacidn = al enfoque  de
reducciones.

La idea general en la semantica natural es construir sistenas
de deduccidn que caractericen. predicados a ser definidos sobre una
clase de expresiones. Por ejemplo, la evaluacién de una expresion
E a2 un walor v, realizada en un contexto p puede caracterizarse
por un predicado de la forma:

¢ HE =wv
llamado un secuente.

En el casoc anterior, el valor de la expresion E puede
depender no sélo de la forma de E sino de valores asociados a
ciertos objetos sintacticos que ocurren en E (en general,
1dentificadores). Los contextos representan, precisamente, la
referida asociacidén entre dichos objetos sintacticos y valores.

Una especificacimn en este formalismo debe interpretarse como
un sistema de deduccidén, en el que se pretende verificar si
aserciones como la anterior son tLeoremas. El sistema de deduccién
se define dando axiomas y reglas de i1nferencia.

a son de la forma:

fa . . . fn n cy .. am

T

es decir, constan de. un numerador y un denominador.El primero es

un conjunto no ofdenado de secuentes -f— Cpremisasd v un canjunto
de formulas -c¢)- Ccondiciones que deben verliflaarse para aplicar
la reglad. El denominador es un secuente llamadd la o i usoon de
la regla.

Los axiomas pueden verse como reglas sin  numerador.  Una

especljlcacion s un conjunto no ordenado de reglas.

Para especificar semantica de un lenguaje como 2] considerado

€& usaran. en general, reglas de la forma
©r = E1 == u pn |- En == un
p}—E—-‘/(’Ul.....un)

Y, por supuesto, axiomas:
¢ F—E = v
Evaluar una expresién e en un contexto p significa, con esta
semantica, encontrar una demostracisén de
e e —=w
para algun w.

Con esto en  mente, lag regl as con premisas pueden
interpretarse como sigue: para evaluar E en p, evaluense Ei,...,En
en pi,. .. ,on Y apliquese f a los resuliados obtenidos. Los axiomas
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correcponden z expresiones gque pueden evaluarse sin realizar
ulteriores calcul os. Esta interpretacion da el caracter

operacional de la especificacidn.

Los secuentes y condiciones en semantica natural son farmulas
‘deun- lenguaje de primer orden, de modo que, para construir la
especificacién requerida, debe darse una sintaxis para contextos,
expresionss y valores. Mis aun, simbolos comc f en las reglas de
arriba son constructores sintacticos, en el caso, de valores.

En este Lrabajo se usan socbre contextos Yy .expresiones
funciones gue no son constructores  sintacticos y que son
especilicados separadamente. Esto se aparta de la semantica
natural pura pero simplifica significativamente la especificacion.

Se usaran también algunas convenciones de modularizacidn: una
especificacién puede recibir un nombre. y ser referenciada por &l
en lz construccidn de otras especificaciones., Esto. se indica
escribiendes el nombre de la especificacién referenciada como
superindice del simbolo |—.

La semantica del lenguaje consideradoc se da en la seccion
siguiente. :

2.3 Semdntica formal.

Primeramente se definen los contextos, expresiocnes y valores
sobre los que se construird la especitficacion.’

Por  supuesic, las expresiones a ser c<onsideradas seran en
este caso los menssjes y sesiones del lenguaje. lLa evaluacidn de
una expresidn sera caracterizada por una regla que, © bien es
axiomz, o bien Liene premisas que. representan las evaluaciones de
las expresiconées componentes de la original. Esto muestra la
condiclén estructural de la especificaciodn. Los valores seran un
subconjunto de las expresiones del lenguaje.

For su parte, los contextos para la evaluacidédn de mensajes y
sesiones deben relflejar el conjunto de constantes y tipos que las
susesivas defintciones 1ntroducen. Para esto se delinen:

[Contexto de Constantes]
y € CNST-CNTART sii
’ s CINST +» E-TERM
dada come conjunto de pares

ontexta de Tieos)
T = TYPE-CNST
| ]
[Contexto de Constaries y Tipos)
o = CT-CNTRART =sii
- o € CHST-CNTRT ~ TYFPE-CNTRT

Ademas de estas definiciones se usaran, como se ha dicho,
algunas opsraciones  sobre contextos y expresiones gue no  son
constructores sintacticos. En particular, cilertos contextos son
representados por funciones parcliales dadas por extensién. Sobre
éstas se usara:
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[Untonl
x U a.b>>
donde x es una funcién parcial dada por extensién
si (a,c’ e x entonces se sustituye por <(a.db>
B
[Selector])
x(ad) esta definido st 3 <a,b> € ¥ Y. en ese caso,
denota b

Ahora pueden presentarse las reglas (resumidas) que definen

la evaluacidén de los términos evaluables. La especificacién
llamada TermEval.

es

TermEval

Se definen predicados de la forma:
P e =—=v
donde © es un contexto de constantes y tipos,
e ¢ E-TERM U FOX
v € E-TERM

Yy
FIR = {fix x ¢, con x € VAR, e € E-TERM U FIX>

En lo que sigue, ¢ € CNST, x,y € YAR,
d,e,f.g € E-TERM
n < {1,2,...

[Términos Cardnicos]

o Ax.d —-—b AX. d

© |— true - true

o false = false

o — num n =} NUM N

o +— O b ()

o — pair d & =3 pair d =
p t— inl 4 = inl d

P P~ inr d - irr 4

¢ - abs(Id d = abs(TO d

[Constante]
CpaTr f= pled == w

Pt = = w
[Aplicacion]

e b d = Ax.f e [e:xij - 2

P Cd &) e
[Aritmeticas]
[ I gualdad]}
f - d = numm f | & = num n

o l— + d & = sUM (m, 1D
[Logicas]
p | d = false

¢ |- and d e — false

s v 00 s e
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e e e

2 }_ e = false

vp ‘-—- and d ¢ - false

o b @ = true o }— e = true

o t— and d & — true

C...3
[Selectores de Pares Ordenados)

g b ad = pair e f P e =v

| -p‘r—-fstd%v

o — d = pair e f e s =w

¢ b snd d ~ v

sruminador de Uniones Disjuntas)

!
i
'

O +— d =sinl g p |= ldixle = v

© f— case d x.e y. )/ =

£ = d = inr g o b= (diylf = v

¢ b case d x.e y.f = v

Conagicional]

£ = d =+ true o |- €& = v

o - if de f =

i
t
i
i
i
'

o b d = false o= F =

g l=if de j = v

2

[Lefintcion de Constante Locall
S U (o, fix xc xcersy T2 = d =

i Ky,Ty = local ¢ ¢ in d = v

i © lxn = QTOV (€,Ch, XCE& = CTOV (€, €

r— [fix x & Ix]le == v

e = fix x e = v

!
L

Lezs primerzs reglas son axiomas. Corresponden a términos que
denctan ellos mismas su propio valor. Usando termincdlogia de
regucciones se denomina z ¢stos, términos candnicos. De hecho los
termines candnicos definen el conjunto de valores posibles de las
términos evaluables. Es ‘decir, si un término evaluable puede
evaluar a v en cuazlquier contexto, entonces v es un término
cantnico, segun se deduce facilmente de las formas de las reglas.

El siguiente caso corresponde a las constantes definidas. La
evaluzcidn de una constante se expresa como la evaluacidn del
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término.. .evaluable asociade a ella por la definicidén que la.
introdujo. Esta asociacién debe estar definida en el contexto de
nconstantes.

Luego se define la evaluacién de una aplicacioén funcional:
se evalua el operader de la aplicacién que debe resultar en una
abstraceién funcional. Luego se evalua el cuerpo de la abstraccion
resultante, donde las .ocurrencias del argumentoe nominal son
sustituidas por el operando de la aplicacidn. Se usa la
sustitucidn en términos evaluables, definida como en el cilculo A.

Claramente, la regla de la aplicacién representa la regla 3
del calculo A, [Desde que el operando de la aplicacidon no: es
evaluado, se esta sugiriendo una evaluacién en orden normal. De
hecho, la intencidn es que la especificacidédn admita una
implementacidén con estrategia de evaluacidn perezosa (“lazy'd.

Las reglas Ariimé€ticas y de [Igualdad corresponden a las
evaluaciones de los correspondientes términos evaluables (ver
sintaxis) y son tLodas analogas z la de la suma. Los operandos
deben ser evaluados a numeros y sSe usa unz primitiva sum con
operandos numeros y la sem&ntica habitual de laz suma. Las otras
reglas se omiten para ahorrar espacioc.

Las reglas de evaluacidn llamadas Ldgicas no son. en
principio, muy diferentes de las anleriores. Sin embargo, se hace
notar en este caso la intencién de implementar una estrategia de
evaluacién perezosa, desde que se¢ evaluan sélo los operandos que
sean necesarios para determinar el resultade de lz operacion.

Las reglas para Selectores de Pares Ordenados son bastante
autoexplicativas. El operandoc en amboc casos debe ser evaluado a
un par y el resultade de laz operacion original es el operands
derl constructor de pares gue corresponde z cada proyeccion.

Las reglas para el Discriminador de Uniones Disjuntas
formalizan la explicacidén dada mas arriba. Se omite, pues, mayor
detalie.

Las reglas para Condicional son también bastante obvias.
Nuevamente se hace n la estrategia perezosa de evaluacidn.

Mas interesante ila evazluacion de las definiclones lozales.

En local ¢ & In 4 e dering Iz constante <o cTomo una abreviatura
paras el términc evaluable <, 1o cual debe considerarse al evaluar -
d. El termino e puede contener ocurrencias de la constante ¢, lo
cuazl puede interpretarse, o bien como una definlicidn recursiva o
bien c¢omw una redefinicién de <. En este Ultimo caso, las
ocurrencias de < en € se inierpretan como asocladas a un clerto

rérminc evaluable segun una definicion anterieor. En los lenguajes
que admaten “esta interpretacisn, existen dos formas de
definiciones locales Cej. : let y letrecd para 1ndicar expresamente
cada caso. Aqui se toma la decisisn de considerar un dnico tipe de

definicion que es, en general, recursiva, con lo cual se impide
que una constante sea redefinida usando una definicidn anterior,
por considerarse que esta practica no es consistente con el estilo
puramente aplicativo.

Para conseguir el objetivoe mencionado debe considerarse a ¢
definida come puntc {ijo de una abstraccién de la forma Ac.e. Esta
ultime expresiédn no esta bien formada, sin embargo, puesto que =l
argumento de unz abstraccién debe ser una variable y no una
constante. La funcion crov se usa para soluclionar este problema.
Su especificacidn es:

crtov «¢,e = [xcicle
donde ¢ & CHET, e = E-TERM, xc € YAR, x¢ no ocurre en e,

es decir, las ocurrencias de la constante ¢ en e son sustituidas
por una variablé no usada xc.

Usando crov puede expresarse la definicion de la constante ¢
coms punto '1jo de Axc. xce donde X& = CTOVC,C) y XC€& = CTOVIC, &),

Le construccién fix x e es usada con el propésito de

repressentar el punte {ijo de Ax.e. No pertenece a E-TERM desde que

1

(O3]
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no puede ser usado directamente en las expresiones del lenguaje,
de donde surge la necesidad de definir FIX aparte de E-TERM, como
se hizoc en la especificacidn.

Finalmente, aparece la regla para evaluar el destructor rep
de un tipo abstracto 7. Este debe estar definidc en el contexto de
tipos, lo cual se impone como condicién para aplicar la regla. El
operando de repC(7> debe ser un objeto de tipo T construido por
abs(7) aplicado a una clerta representacion f. La evaluaciédn del -
término original es la evaluacidn de f.

Esto completa la explicacién de las reglas de evaluacién de
términos evaluables. Deben considerarse también las definiciones,
las cuales afectan los contextos de evaluacién. Come ya se dijo,
esto se expresa dando seméntica al concepto de sesién, por medio
de la especificgcion SessEval:

SessEval

‘Se definen predicados
S P s =
donde p es un contexto de constantes y tipos,
s € S5ESS i
v € SESS

“[Sesion Vactial
11 = ]

(Definicidn de Constante Globall
<r U e, fix xc xce>» 7> |~ & = s°

<y T |— ldefine ¢ e is) > s
(X = CTOV «€,C), XC& = CTOV €, &)

{Defintcron de Tipo Abstractol
<y, v UATY |f—cdefligt © 5 = s’

<p,T> |- labstype T C(Xlistd @ Tterm with cdéflist | s] — s°

[Término Evaluable]
TermEval

P = v

P }-— leis) = [v_:s]

.La primera regla es el uUnico axioma de esta especificacion y
corresponde a la sesidén vacfa que es la unica forma candnica C(y
valor posibled de sesidn. ' :

La siguiente regla se¢ aplica a una sesidn cuyo primer mensaje
es una definicldn de ceonstante global. El tratamiento es analogo
al explicado antes para las constantes locales: se agrega al
contexto de constantes un par que define come expresidn asoclada a
la constante al punto fijo del iLérmino evaluable indicado en la
-defintetrdén. Luego;, por- un tratamliento usual para secuencias, e
evalUa el resto de la sesidn en el nuevo contexio.

La regla para las definiciones de tipos abstractos tiene una
interpretaciédn similar, . aunque parezca mas conpleja. La
constante de tipo definida es incorporada al contexto de tipos y
la evaluacién continla sobre el resto de la sesién, prefijada con
la lista de defirniciones de operaciones para el tipo introducido.
Esto se nota por . - )

Finalmente, cuando el primer mensaje de la sesion a evaluar
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es un término evaluable, se intenta dar valor a ¢stle usando la
especificaciédn TermEval para proseguir con el resto de la sesion.
Con esta especificacién puede interpretarse la evaluacién de
una sesidén s como la busqueda de una demosiracion para el
secuente:
<, |- s — v, para algin v
es decir, inicliada con contextos vacios.

Nétese que no cualquier predicado p k— E = v podra ser
probado, ya sea en una u otra especificacién. De hecho, las
alternativas son tres: la prueba puede tener éxito (dando lugar a
la evaluacidén de la expresiénd) o bien fallar o ser infinita.
Ejemplos de las dos uUltimas alternativas son las evaluaciones de
los términos evaluables

if Ax.x d ¢
y local ¢ ¢ in ¢

Las evaluaciones fallidas son las de términos evaluables bien
formados pero  sin significado. Las evaluaciones infinirtas
corresponden a programas que no terminan. De la especificacién
SessEval puede verse que la evaluacién de una sesidén falla o es
infinita sii falla o es infinita la de algin término evaluable de
la sesién. ’

Precisamente, para impedir la evaluacién de términos sin
significado se introduce la nocidén de tipo. El sistema de tipos
que se definira en el capitulo siguliente caracleriza expresiones
del lenguaje con significado.

3. Sistema de Tipos.

3.1 Especificacidn.

La intencioén en este capitule es definir sistemas de
deduccidén andlogos a los del capitulo anterior para asignar tipos

a-las expresiones--del lenguaje.
Primeramente se definen los tipos del lenguaje.

[ﬁtftpos]
t € TYPE sii

t =1 H [(Trpo de un elemento)
bool H [ Boolearno]
number | [ Numerol
A — B [ Fupctonl
A x B (Producto]l
aUe [Unidn Disjuntal
TCTlistD {Abstractol

donde A,5 € TWPE, T € TVYPE-CNST, Tlist e TYPE=#
®

La asignacidén de tipo al cuerpo de un teéermino evaluable que
1ntroduce variables ligadas dependera de hipétesis sobre los tipos
de estas varlables.

Por =ste motivo se da la siguiente definicion:

[Contexto de Variables]
Es una funcidn parcial

v : VAR ++"UWFE
dada por extensiédn.

!
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También se modifica la nocidon de contexto de Ltipos. asociando
a cada constante de tipo introducida el término de tipo que

- .especifica su representacién y la lista de variables de tipo de .la
que éste depende.
[Contexto de Tipos]
Es una funcidén parcial
7 TYPE-CNST -}-o CTYPE-YARs x TYPE-TERMD
dada por extensidn.
| |
[Contexto de Inferencia de Tipos]
Es un par [ = <p,p> donde
© s un contexto de constantes y tipos
¢ es un contexto de variables
=
Scbre los nuevos contextos definidos se usan las wmismas
de un

operaciones del capitulo anterior. Los pares miembros
contexto de variables son notados x: 4.

Ahora puede darse la especificacién de la asignacidn de tipos

a términos evaluables, llamada TermType:

Termiype
Be definen secuentes de la form4
I |-e:4
con & € E-TERM, 4 € TYPE
En lo que slgue ¢ € CNST, d,e,f € E-TERM, x,y € VAR
A.B,C € TYIPEE, T € TYPE-CNST,
Tterm € TYPE-TERM, Xlist € TYFPE-VAK*

[Un Elementol F 1

[ Booleanos]
r true: bool
r ﬁ false: bool
{ Mamesros]
: I |~ num n: number
{Abstraccion Funcionall

<prp U x:d>> |- d: B

<p.p> = Ax.d : A-—B
[fonstructor de Fares) '

F(——d:A rl——&:B

N pair de : 4 =8

[Consiructores de Uniones Disjuntas)
r I— d: A

T f-inl d: AUGSB

' |- a5

rhinr d: 4 U8B

[Constructor de Tipos Abstractos)
XY Trp> = d: [elTterm | T¢I = Xlist,Tterm>

Ly 12, 9> |— absCTd d : TClolXlistd

Co: TYPE-YAR — .TYPED

s ev e e
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[Variablel

letx> = A

Kprp> |— x: 4
[Constante]
<y, T,0> - rCed:d

E'(y.‘r).(» = c: 4
[Aplicacidn]
r |-— d: A—B r '——- e: A

) r }—(d e : B
[Aritmgticas)

]

j— d: number I | e:number

r }-— + d e : number
[ I gualdadl
I' |- d: number ' | ¢:number

I -=de : bool
[Logicas]
I' |- d:bool I |- e:bool

' |- and d e : bocl
[...1
[Discriminador de Uniones Disjuntas]

{p,p> I—- d: AUB <p,¢; U (x: A>> l— e:C <p,p U <(y:B>> |-- f:C

{p.9> |- case d x.e y. f : C

[Selectores de Pares]
r |— d: AxB

I =fsta: 4

I = e: AxE

: F'l-snd e : &
[Condicionall

I |- d:bool T |- e:4 T = f:4

F'j—if de f: 4

[Defintcron de Constante Locall
<<p U e, fix xc xce>y, >, 9> |- d:i4

Krs1o,9 - local ¢ e ind : 4

(XC = CTOV (€,C), XC€ = CTOV (C,e))
[ Operador de Punto Fijo)

<prp U G AY> |- d: 4

<oy = fix x d : 4
[Destructor de Tipos Abstractosl

<y, To,p> = d 2 TClolXitstd || 7C¢DD = Xlist,Tterm>

Ly,>,¢> |- replTd d : [olTtern

Co: TYPE-YAR — TYPED
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Las primeras nueve reglas corresponden a los tlipos de las
formas canénicas (valores de términos evaluables):

_ El tipo 1 tiene un unico valor (), true y false son los
valores de bocl, y los valores de number son precisamente de la
forma num n. Esto establecen los primeros axiomas.

Enseguida se tratan los valores de los tipos construidos
mediante los constructores primitivos de tipos. El primero de elleos
es la abstraccidn funciconal, que representa la forma de los valores
del tipo de las funciones del tipo A en el iLipo B. Puede probarse
que una abstraccidén tiene ital tipo si, asumiendo que su argumento
tiene tipo 4, es posible probar que el cuerpo tiene tipo &. - La
hipétesis sobre el tipo del argumento se registra en el contexto de
variables. »

Las reglas correspondientes a los constructores de pares
ordenados y uniones disjuntas son bastante intuitivas. Ellas
-definen la forma de los valores de dichos tipos.

La asignacidén de tipo a2 un término de la forma abs(TD d
merece una explicacidén mas detallada. :

En primer lugar., la c¢onstante de tipo 7 debe haber sido
definida, lo que equivale a establecer, como condiciédn de 1la
regla, que tiene una imagen en 7. Precisamente, 7(7T) dencta el par
formado por el término de tipo que especifica la representacidédn de
7T ~Tterm— y la lista de variables de tipo -Xlisi- que ocurren en
el. El teéerminoc d debe ser entonces de un tipo obtenido de Tierm
por instanciacién de sus variables en tipos cualesquiera. Esta
instanciaclidén esta representada por la funcidn ¢ que es, de hecho,
una sustitucisen de variables por tipos. La aplicacién de o a Tierm
se nota por [olTterm. Finalmente, si el tipo requeride para d ha
sido probado puede concluirse que el tipo del términe original es,
precisamente, la instancia de T .definida por ¢, es decir
TCLolXlistd.

e bos  tipos  de las variables pueden probarse si  han | sido
introducidos en el correspondiente contexto Cal pretender asignar
tipe a la expresian que introdujo la variabled. Anadlogamente puede
entenderse la regla para las constantes. Existe, c¢con todo, una
diferencia: en el caso de la constante, no se registra ésta en el
contexto asocliada a un tipo sino ‘4l C(punto fijo deld término
evaluable que =lla representa. Las consecuencias de esta decision

son comentadas en 3. &.

Del resto de las reglas, las siguientes son comentadas en
detalle, siendo las otras muy intuitivas:

La regla de la aplicacidén fuerza gue el operador tenga el
tipo de una funclion y que el operando tenga tipo del dominioc de la
misma para dar al resultado el tipo del codominio.

La del discriminador case introduce variables ligadas. 1o
cual es natural a partir de su seméntica.

La regla de las definmiciones locales introduce constantes en
el contexto correspondiente. Véase que se asocla a la constante la
aplicacién del operador de punto 1ijo al término indicado en la
definiclidédn y no el Llipo de éste.

La del operador de punto fijo fix, tambien introduce una
variable }igada Y su cuerpc (naturalmented debe ser del tipo
supuesto para la referida variable.

Finalmente, la regla del destructor de tipos abstractos opera
en forma simétrica a la del constructor: si la constante de tipo
involucrada estd definida y el término al que se aplica el
destructor tiene por Lipo una instancia del tipo abstracto cbtenida
por una sustitucidn de las variables de tipo, entonces el término
original tiene por tipo una instancia de la representacién del tipo
aberacto obtenida por identica sustitucion.

Lo que resta es extender la asignacién de tipos a sesiones:
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SessType
Se definen secuentes de la forma

P s
donde s e SESS.
En lo que sigue ¢ € CNSU e € E-TERM,
A e TYPE, T € TYPE-CNST,
Tterm.e TYPE-TERM, Xlist € TYFPE-VAR=:
ldef € CNST-DEF=

[DeanLctén de Constante Glodall
< U Ke,fix x¢ xcedy, 1> |— 3

{¥»71> |~ [define ¢ e is]
(XC = CTOV (€, &), XC& = CTOV (&, &)
[Definicidn de Tipo Abstractol

Type .
T |— <T,Xlist,Tterm> <y,t U KT, <Xlist,Tternd>> |— ldefes

{y,T> f— (abstype T (Xlistd Tterm with ldef is)
[Término Evaluablel
TermType
<p,KYs fp———— e: 4 o s
|- leis]
p 02

[Sesidn Vactal

Las —reglas deben interpretarse como un  mecanismo  de

verificacién de la buena formacién de los mensajes de las sesiones
en relacién al sistema de tipos. De hecho, la sesién s estad "dbien
tipada” si puede probarse en SessType:

Ky, > = s

Lz regla para la sesidén cuyo primer mensaje es una definicidn
de constante global opera introduciendo la constante asociada al
punto fijo del término evaluable correspondiente en el contexto de
constantes, para proseguir con el resto. La regla para las
definiciones de tipos abstractos es similar. Se verifica la buena
formacion del término de tipo con un sistema que l1upone tipos a
tales términos, llamado Type. No se incluye la especificacidén de
este sistema para ahorrar espaclio. Aqui puede forzarse
encapsulamiento sustituyendo la segunda premisa por:

Sp,t U KT, <Xlist, Tterm>>> = tdes <p,1x ==

haciendo que la definiciédn de T sélo pueda usarse en el alcance de
with. De hecho, dicha definicién sélo se usa para asignar tipos a
términos en que se apliquen el constructor o el destructor de T,
lo cual, si hay encapsulamiento, sélo puede ocurrir en el alcance
mencionado.

La regla para términos evaluables deriva la decisién sobre el
tipado de la sesién a la asignacidén de algun tipo al término
evaluable que es su primer mensaje. Finalmente, la sesién vacia
esté bien Uipada.
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3.2 Variables, constantes y polimorfismo.

La fusnte original  de polimorfismo del sistema esta
constituide por las reglas correspondientes a la abstraccidn
funcional, aplicacién y variable, es decir, las de asignacién de
tipos al caleculo X purc Minsel 86. Estas reglas imponen sobre
lag aplicaciones la resiricciédn de que su operando sea del tipo
del deminic del operador y s& definen con abstracecién de cualquier
conjunto de consitantes de tipos que se pueda introducir en el
lenguaje, siendoe por este inherentemente polimSrficas.

Para una expresién como:

A, X

mas de ub Lipo puede ser asignado, en particular, cualquiera de la
forma A — A. En las derivaciones correspondientes a una tal
asignacidn, la regla de la abstraccién funcional introduce la
‘hipédtesis x:4 sobre el ULipo de su argumento. El éxito de la
derivacidn depanderd de la forma en que el cuerpoe de la
abstraceicr: restrinia el tipo del argumente. En el ejemplo, el
cuerpo o= la propla varlable. La regla de la variable no impone
ninguna reesiriccidn s su proplio tipo: puede probarse que una
variable tiene cualquier tipo que le haya sido asociado en una
hipétesis. Esto mussira que cualquier deduccidn de la Torma
indicada ser4 ewitosa y también ilustra la naturaleza polimériica
de la regla de la absiraccién funcional. .

En el lenguaje presentado se extiende el calculo A con
consirucciones adicionales para términos evaluables. Algunas de
estas construcciones imponen restricciones - al tipo de sus
operandos, comportindose del mismo modo que la aplicacién en
relacidén & la abstraccidédn funcional. Véase, por ejemplo:

Ax. palr (30 C(+ x Cnum 12D

La primera ocurrencia de X en el cuerpo de la abstraccién no
recibe restriccicnes sobre su Lipo, puesto que pair es polimorfico
en sus argumentos. =in embargo la presencia de x como argumento de
+ resiringe su lipo a number. Como consecuencia, una derivacién
para el teéermino completo sélo tendrd éxito si se hace la hipdélLesis
X: pumber, resultando en la unica asignacion de tipo posible para
el término: -
A, pair (30 (+ x (num 1)) : number x number

Esto muestra que el tipo de cualguier ocurrencia de una
variable en el cuerps de la absiraccién que la introduce es
restringids al tipo de la ocurrencia de tipo menos general. For
supuesto, el razopamiento hecho para las variables de las
abstracciones funcionales es valido para -ualquier construccidn
gue introduzca variables ligadas. .

En principio, pusde pensarse que el comportamients de las
constantes en relacién a los . tipos admite una caracterizacioén
anadloga a las de las variables. La idea proviene de que la
semantica cléasica de las declaraciones locales local x € in d es
usualmente dada como equivalente a la de (Ax.d @), lo cual podria
extenderse de modo similar a las declaraciones globales.

Sin embargo, debe considerarse que las constantes son nombres
- para. términos --complejos v - eventual mente polimérficos. St - el
tratamiento en la asignacidn de tipos a constantes fuera idéntico
al de las variables, distintas ocurrencias de la constante x en el
cuerpo d de la declaracion local serian todas restringidas a un
mismo tipo. Considérese:

local 1d Ax.x in if Cid trued Cid num 1) O
La constante {d representa un- término polimérfico. Tiene
sentido, entonces, que las dos ocurrencias de id en el cuerpo de

la declaracién puedan ser restringidas a tipos diferentes, en
particular: bool — bool y number — number .
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Si se Lratara la asignacién de tipos de la definicion de

constante como en la aplicaclén correspondiente:

(xid. if Cid trued C(id num 13 O Ax.0
se tendrf{a un términc a2l gue no pusde asignarse tipo., pues no
existiria ninguna hipétesis sobre el tipo de id compatible con los
de sus dos ocurrencias en el cuerps de la absiraccidn.

Esto Justifica la distincidn enire constantes y varlables
como formas sintéclicas vy del punto de vista de la asignacidén de
Ltipos. Las reglas de definiciones locales y glcobhales aladen al
contexto la constante introducida asociada al término que ella
representa. Luego, la regla de 1la constante convierte la
derivacidn de un tipo cualquiera para ella en la derivacién del
mismo Lipo para su términc asociado. Si el término es polimériico.
distintos tipos para distintas ocurrencias de la constanie podran
ser deducidos.

4. Desarrollos complementarios y conclusiones.
4.1 Propiedades del sistema de tipos.

La culminacidn natural del desarrcllc es la demosiracidn de
que el sistema de tipos propuestc es sdlide (en el sentide de gue
la evaluacién de una sesidén bien tipadz no puede ser fallidad y la
proposicién de un zlgoritmo de inferencia que implemente las reglas
del sistema. En relacidén zl primer punto, segun lo disculido en 3.1
y 2.3, es suficiente probar que s! puede asignarse un tipo a un
término evaluable, entonces su evaluacién no es falllda.

Esto oblige z caracterizar las demostraciones fallidas de
secuentes p f— e == v en TermEval. Tal caracterizacidn es
engorrosa y conduce a2 una prueba cuya complejidad ez anidloga 2 la
de describir un interpretador para el lenguaje. basade en la
semantica dada. En contrapartida, la verificacién puede hacerse de
una forma bastanle direclz =i la seméniicz se da en la forma de un
célculo de reducciones, extendiends la de (Holm 63l

Obviamente, el sistema de tipos no es completo, e.e. existen

términos evaluables con valer a los que no puede asignarse Lipo. Si
el sistema fuera completo podria decidirse si un término evaluable
tiene © no una evaluacién fallida. En el sistema presentadc pueden
darse casos como:
if true Cnum 12 (4 true OO

donde el tercer operando no puede recibir tipo y, por lo tanto,
tampoco el términc completo, pero éste puede ser evaluado a num 1.

Finalmente, el sistema de tipos es decidible, lo cual es obvic
a partir de la forma de sus reglas. Pueden especificarse, entonces,
algoritmes de inferencia que implémenten este sistema. En (Holm sm
Y (cléppK es] se discute este problema para casos mis simples que
el aqul presentado. El primero presentz un algoriime en estilo
funcional y el segundoc prueba gus el sistema puede interpretarse
como un programa Prolog. Extender estos resultados para el caso de
este Lrabzjo no es dificil aunque si{ laborioso.

4.2 Conclusiones.

Se ha definido un sistema de tipos polimérfico para un
lenguaje funcional, en presencia de definiciones de constantes
globales y locales y de tipos abstractos. Estoc extiende los
resultados de miilner 781 Yy (Holm a1 ¥y formaliza construcciones
similares a las de otros lenguajes funcionales.

El uso de sistemas de deduccicones para especificar la
semantica del lenguaje provee un tratamiento nitido de los
contextos de constantes y tipos de los que dependen las
evaluaciones de las expresiones. En este aspecto, el plantecs es
preferible al de seméntica de reducciones. Sin embargo, con este
tltimo enfoque la propledad de solidez del sistema de tipos puede
probarse fécilmenle.
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Un algoritmo de inferencia de tipos para este lenguaje hz
sido 1mplementado usando el lengua)e Scheme. Otras
implementiaciones en Prolog son realizables con facilidad a partir
de la especificacidén dada
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